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” لا تقرأه فقط؛ حاربه! اطرح آسنلتك. والف أمثلة جديدةء واکتشف 
البراهین الخاصة بك. هل الفرضية ضرورية؟ هل العکس صحیح؟ 
ماذا یحدث في الحالة الخاصة الکلاسیکیة؟ ماذا عن الحالات 
المتطرفة؟ أين یستخدم الاثبات الفرضية؟ " 


بول هالموس 


"الریاضیات البحتة. بطریقتها. شعر الأفکار المنطقية." 


لبرت أينشتاين 


"الرياضيات كالذهاب إلى صالة الألعاب الرياضية ولكن لعقلك. إنها 
بش :0 العقل "0 
دانيكا ماکیلار 


"آحد الجوانب الجذابة جدذا للریاضیات هو أن تناقضانها الشائكة 
تزهر نظریات جميلة." 
فیلیب ج. دیفیس 


الریاضیات انضباط. أي أنك تنافس نفسك. إذا واصلت التحسن, فانت 
عالم رياضيات. 


e ee 0 الفصل‎ 
1117# E SS E عن هذا المشروع‎ 

تکرس الكتاب اا ااا ااا 232000 

من يحتاج إلى إصدار جديد من أصول إقليدس؟ ا O‏ 

لماذا نعيد كتابة أصول إقليدس؟ ااا 22525700 
القراءة الموصى بها O‏ وک ل 5 
الفصل 1 ا ا ا ا ا E E‏ رم ی O‏ 
الزوايا والخطوط المتوازية ومتوازيات الأضلاع 1[ آذ ذززذ[ذ[ز ز[ز[ز[ز[|ز[ز[|[ز[|[|ز[ز[|[|[ |[ |[ |[ | |[ |[ |[ ز[ ز ز[ز ز ز | * 17 
1-1 الرموز والمنطق والتعریفات یز 

DT o المسلمات‎ 2-1 

3-1 موضوعات اا ااا اک و و 7 

4-1 الكتاب الأول»ء القضايا 26-1 D2‏ 

5-1 الكتاب الأول»ء القضايا 48-27 GA O‏ 
أسئلة الامتحان على الفصل الأول. DT‏ 1 
تمارين الفصل 1 102 
الفصل 3 هک 10 
الدوائر 10 
3 التعريفات O TS‏ 10 

2-3 قضايا من الكتاب الثالث DIO O O‏ 
أسئلة الامتحان للفصل 3. DS‏ و TIO‏ 
تمارين الفصل 3 1 
الفصل 4 O O‏ کر A‏ 


الفصل 0 
الهدف من هذا الکتاب هو توفیر نسخة من أصول إقليدس سهلة القراءة وغير مکلفة وأصدرت بموجب ترخیص الثقافة 
يشير عنوان إحياء آصول إقليدس إلى آنه: في حين أن هذه الطبعة تذکر نتائج اقلیدس وتثبتهاء إلا أنه أعيد كتابة الاثباتات 
باستخدام الرياضيات الحديثة. هذا لأن الرياضيات قد تغيرت بالكامل» تقريبّاء منذ نشر الأصول عام 300 ق.م. 


في الثقافة الهلنستية لاقلیدس, كان الرقم مرادفًا لطول يمكن قياسه. أعطى هذا لإقليدس إمكانية الوصول إلى جميع الأرقام 
الموجبة» ولكنه لم يصل بهذا إلى الصفر ولا الأرقام السالبة. ولكن» بما أن علم الجبر لن يُبتكر قبل ألفية آخری» لم يعرف 
إقليدس أن نتيجة الكتاب الأول» القضية 47 يمكن تلخيصها في المعادلة ع = 62 + *2. 

عندما يواجه طالب حديث الأصول الأصلية أول مرةء فانه يواجه مشكلتين: منطق الإثبات» ومفهوم إقليدس القديم للأرقام. 
یُحدّث هذا الإصدار براهين إقليدس مع الاحتفاظ بنتائجه الأساسية. 


قد يكون من المستحيل المبالغة في تقدير مدى أهمية هذه النتائج في الرياضيات. إنها السبب الرئيس أن الأصول كانت آهم 
كتاب للرياضيات في العالم لحوالي 2200 عام. 


خذ بعض الوقت لاستيعاب هذا الرقم... استُخدم كتاب للرياضيات من قبل الكثير من المتعلمين لأكثر من ألفي عام. لماذا؟ 
قلة المنافسة؟ في أوقات وأماكن معينة» نعم» ولكن في المدارس» التي حصلت فيها أصول إقليدس على موطئ قدم» سرعان 
ما اثبعت كتب أخرى. لذلك» لا يمكن أن تكون هذه هي الإجابة الكاملة. 

البراهين البارعة؟ بينما تظل أصول إقليدس نموذجًا لكيفية كتابة البراهين» إلا أنه يمكن الاستغناء عنها. 

المحتوی؟ حت ابتكار الجبر وحساب التفاضل والتکامل» غطت الأصول كل شيء يحتاج عالم الرياضيات المبتدئ إلى 
معرفته. وحتى بعد ظهور حساب التفاضل والتكامل» ظلت الأصول في مكانها. ادعى مساعد إسحاق نيوتن آنه» خلال خمس 
سنوات من الخدمة» سمع نيوتن يضحك مرة واحدة فقط: سأل أحد الطلاب عما إذاكانت أصول إقليدس لا تزال مهم 
وسخر نيوتن منه. لكن معظم الطلاب درسوا الكتب الستة الأولى فقط (أي المخطوطات الستة الأولى من الثلاثة عشر 
مخطوطة التي تتکون منها الأصول الأصلية). لذلك» لم يدرس الجميع الأصول» حصرتاء لمحتواها. 

لذلك» يجب أن يكون كل ما هو قيم في الأصول موجودًا في النصف الأول لکن كل کتاب يبدأ بأساس (تعریفات 
وموضوعات) وتبني عليه قضایا. 

آعتقد أن هذا مفتاح السؤال: لا تساعد الأصول الطالب على تعلم الهندسة وحسب. بل إنها تغمر الطالب أيضًا في نظام 
منطقي مفید بقدر ما هو ثاقب. بینما یساعد تعلم الجبر الطالب على إجراء حساب التفاضل والتکامل والاحصاء فان تعلم 
البراهين الهندسية من الأصول يساعد الطالب على التفكير السليم في السياسة والفن والموسیقی والتصمیم والبرمجة 
والقانون ... يمكن فهم أي موضوع يتطلب تفكيرًا عقلانيًا بصورة أفضل بعد إقليدس. 

سبب الحاجة إلى الأصول في الماضي» وسبب الحاجة إليها اليوم» هو أنها تساعد القراء على تعلم التفكير المنطقي. 

لكن إذا كانت الأصول كتابًا جيدّاء فلماذا تم التخلي عنها في نهاية القرن التاسع عشر؟ 


واجهت الرياضيات أزمة في النصف الأخير من ذلك القرن؛ أدت التعريفات الغامضة والمنطق الغامض إلى تناقضات خطيرة. 


بعد عدة عقود من العمل من قبل العدید من العقول اللامعة» تم الانتهاء من الاصلاح الشامل» مما آدی إلى عصر ذهبي 
رياضي لا یزال یتکشف. لکن هذا الاصلاح الشامل آوضح نقاط ضعف إقليدس: فبینما ظل منطقه سلیمّاه كان عرض هذا 
المنطق قديمًا. كانت تعریفات وافتراضات إقليدس غامضة لدرجة آنها غير عملية. الأكثر خطورق أنه تم تطویر هندسات 
آخری» مما یثبت أن عمل إقليدس لم يكن فریدا. 


مع غدو حساب التفاضل والتكامل أساس الهندسة والعلوم» أصبح متطلبه المسبق» الجبرء دورة متطلبة من كل طالب. 
أصبحت البراهين الهندسية رفاهية وليست ضرورة. مع الإدراك المتأخر تمامّاء يكون الخطأ واضحًا. إجباركل طالب على 
تعلم الجبر لم پنجح إلذ ق تعلیم الطلاب كاه "الریاضیات" (الي بربطها ملابين الأشخاض خضري الح ویعیق 
محاولاتهم للتفكير المنطقي. 


الطريق إلى الأمام واضح أيضّا - إما إعادة كتابة الأصول أو تطوبر عمل جديد مكافى. لقد اخترت إعادة كتابة أصول إقليدس 
على أمل أن تكون الأصولء مرة آخری» الكتاب التمهيدي للهندسة المبنية على موضوعات» ونموذج على كتابة البراهين» 
ودراسة حالة للمنطق التطبيقي. 

مثل جميع كتب الرياضيات» يتطلب إحياء "أصول" إقليدس من الطالب العمل بتأن وبعناية خلال دراسة كل جزء. يجب 
على الطالب التأكد من كل نتيجة وعدم تصديق شيء عن یمان فقط. في حين أن هذه العملية قد تبدو مملة» إلا أن هذا 
الاهتمام بالتفاصیل» هو بالضبط ما يفصل أولئك الذين يفهمون الرياضيات عن آولئك الذين لا يفهمونها. 


يحتوي هذا الإصدار أيضّا على مسائل للواجبات المنزلية ومفتاح إجابة جزثي. ومع ذلكء لا توجد متطلبات مسبقة مطلوبة 
إذاكان هدف الطالب قراءة وفهم المادة. أفضل طريقة لإثبات هذا الفهم هي معرفة عدد معين من البراهين ثم ذكرها عند 
الطلب. كانت هذه الطريقة التي استخدمها أبراهام لنكولن: 


خلال دراستي للقانون» كنت أقابل باستمرار كلمة "توضيح". اعتقدت فى البداية أنني فهمت معناهاء لكن 
سرعان ما اقتنعت أنني لم أفهم. قلت لنفسيء "ماذا أعني عندما أوضح أكثر مما أعنيه عندما أفكر أو أثبت؟ 
كيف يختلف التوضيح عن أي اثبات آخر؟ " ... لقد راجعت كل القواميس والمراجع التى استطعت أن 
أجدهاء لكن دون نتائج. أخيرًا قلت» "لنكولن» لا يمكنك آبدّا أن تكون محامٌ إذا كنت لا تفهم ما يعنيه 
التوضيح؛" وتركت المكان في سبرينغفيلد» وذهبت إلى منزل والدي» وبقيت هناك حتى أتمكن من ذكر أي 
قضية من الكتب الستة لإقليدس عن ظهر قلب. ثم اكتشفت ما يعنيه "التوضیح"» وعدت إلى دراساتي 
للقانون. 


إذا كان الطالب ينوي إثبات بعض المسائل» فستكون النسب والجبر وحساب المثلثات وريما الجبر الخطي مفيدة. يجب على 
الطلاب الذين ليس لديهم معرفة بكتابة الاثباتات الرجوع إلى "كتاب الإثبات" لريتشارد هاماك» الطبعة الثالثة. 


من المهم أن نفهم أن الرياضيات كما يراها علماء الرباضیات: هي مجموعة من العبارات حول العلاقات» بين الکمیات» التي 
يمكن إثباتها. دون |ثباتات لا يوجد رياضيات. 


/https://www.people.vcu.edu/7rhammack/BookOfProof 


تکریس الکتاب 

هذا الکتاب مکرس لكل فرد في المجتمع التعليمي يعتقد أن الجبر یوفر مقدمة آفضل للرياضيات من الهندسة. 

من يحتاج إلى إصدار جدید من آصول اقلیدس؟ 

فکر في سؤال آخر: من یحتاج إلى عجلات تدریب لرکوب الدراجات؟ 

قد لا یحتاج علماء الرباضیات المتمرسون إلى آصول إقليدسء لکن بناء الأصول للأفكار المعقدة من الموضوعات البسيطة 
یظل نموذجّا لكيفية نهج الرباضیات. سیجد الطلاب الذین یحاولون إتقان آصول إقليدس أن الرباضیات في القرن الحادي 
والعشرین أقل إرياء على الرغم من تعریفات إقليدس الأقل صرامة. 

لماذا نعید کتابة آصول اقلیدس؟ 

تعود فكرة أن آصول إقليدس تحتاج بعض التغيير والتبدیل إلى زمن بعید. عدت القضية 40 في الکتاب الأول حشوء 
بالاضافة إلى العدید من توطئات ولازمات الأصول. 

من المهم أن ندرك أنه لا يوجد کتاب ریاضیات مثالي؛ ستظهر العیوب حتمّا بعد قرون من الدراسة الدقيقة من قبل العقول 
الذكية. 


ولكن من المهم أيضًا إدراك وجود أكثر من هندسة صحيحة؛ هندسة إقليدس واحدة من العديد من الهندسات (ولكنء ريماء 
آسهل في التعلم). وبالمثلء بالنسبة لأي نتيجة صحيحة ومنطقية» يوجد أكثر من إثبات أو يوجد احتمال وجود أكثر من 
إثبات. لا يلزم التعامل مع براهين إقليدس بأسلوب خاص لمجرد أنها "أصلية". 

هناك سببان على الأقل لهذا: أولآه يجب أن يسأل طالب الرياضيات دائمًا عما إذاكانت هناك طريقة أخرى لإثبات مبرهنة 
مثيرة للاهتمام. يوفر ذلك رؤىء إن لم يساعد في توليد نتيجة جديدة. ثانيّاء من المشكوك فيه أن إقليدس (إذا كان فعلا فردًا 
واحدًا) هو المؤلف الوحيد لهذه البراهين. من الأرجح أنه (أو علماء مدرسته) جمّع وأعاد كتابة هذه البراهين من مصادر 
مختلفة. تُعد إعادة الكتابة والتحرير جزءًا من عمل عالم رياضيات. 

هذا لا یعنی تشويه سمعة "الأصول" - ريما كانت الكتب الثلاثة عشر الأصلية هی آول كتاب يوضح كيفية بناء مئات الهياكل 
المعقدة بدءًا من مبادئ أولى. تتبع جميع كتب الرياضيات والفیزباء والهندسة المكتوبة جيدّاء تقرييّاء تنسيقًا مشابهًا (وجميع 
الكتب السيئة لا تتبع). 


ولكن لا يزال الحال أن البراهين الأصلية لإقليدس قد عفا عليها الزمن - فهي تشير إلى مفهوم للرياضيات لم يعد قابلاً 
للتطبیق؛ لأنه لا يمكن توسيعه لإنتاج تحليل حقيقي» أو تحليل مركبء إلخ. لرؤية هذاء ضع في اعتبارك إثبات إقليدس 
الأصلي ل [1.3]: 

الكتاب الأول القضية 3: لأي خطين مستقيمين غير متساوبین» اقطع من الخط المستقيم الأكبر ما يساوي الأصغر. 
الإثبات لنفترض أن ۸8 و ) هما الخطان المستقيمان غير المتساویین» بشرط أن الأكبر ۰۸5 يجب قطع خط مستقيم 
يساوي ) الأصغر من ۸1 الأكبر. 


لنفترض أن الخط ۸ الذي يساوي الخط المستقيم 6» قد وضع عند النقطة ۸. وافترض رسم الدائرة التي مركزها ۸ 
ونصف قطرها 47. 





الشکل 1-4-0: الکتاب الأول» القضية 3 (الأصل على الیسار والمعاد کتابتها على الیمین) 


وبما أن النقطة ۸ مركز الدائرة «DEF‏ فان AE‏ يساوي .AD‏ لکن ) يساوي أيضّا .AD‏ وبالتالي» فان کل من ۸۴ و ) يساوى 
0 تساوي 6. 


وهکذاء لائنین من الخطوط المستقيمة غير المتساود ۸5 و )» تم قطع (الخط المستقیم) :۰۸1 الذي يساوي 0 الأصغرء 
من ۸8 الأكبر. وهو المطلوب ثباته. 
قارن الأصل بالاثبات المعاد کتابته آدناه: 


لأي قطعتین غير متساوبتین في الطول» من الممکن تقسیم القطعة الأكبر بحيث یکون آحد الجزآین مساوتا في الطول 
للقطعة الأصغر. 


الإثبات: أَنْشِئْ القطعتين 5 و0 بشرط أن 88 > 6). ندي أنه يمكن تقسیم 88 إلى القطعتین ۸۴ و88 حیث 
.AE = CG‏ 


من النقطة 4» أنشئ القطعة ۸۳ بشرط أن 06 = 4 [1.2]. أنشئ الدائرة ۸® التي مرکزها ۸ ونصف قطرها ۸5 
[مسلمة 1.3] التي تتقاطع مع ۸8 عند ع. 


لأن ۸ مركز ۰08۸ 41 = ۸۲ [تعريف 1.32] لأن 66 = ۸ (حسب الإنشاء)» حسب الموضوعة 9 من القسم 1.3.1 
(باستخدام المعادلات)» نجد أن 06 = ۸۳ مما يثبت ادعاءنا. 





القراءة الموصی بها 
کتاب الاثبات (۳۲۵۵۶ 0۴ 8001)» الطبعة الثالثة» ربتشارد هاماك. 

یقدم هذا الکتاب المفتوح مقدمة للطرق القياسية لاثبات المبرهنات الرداضیة. يمكن اعتباره مجلدًا مصاحبًا لي اصدار 
لاقلیدس, خاصة لأولئك الذين يتعلمون كيفية قراءة وكتابة البراهين الرياضية آول مرة. تمت الموافقة عليه من قبل مبادرة 
الکتاب المفتوح التابعة للمعهد الأمريكي للریاضیات ولدیه عدد من المراجعات الجيدة في الرابطة الرياضية الأمريكية 
Math‏ 01 وعلی آمازون. 

امغط لاع 6۵۵۱۵۲۳۲۵۵۲/۱۵۵ ۵ 3 سطع“ /نالع.ناعنا.ع ام معم. نلالحالقا/ /:مخخط 
أصول إقليدس على الإنترنت» تمت برمجتها والمحافظة عليها بواسطة ديفيد إي جودس 

أمغط. كخمع مرعاع /ركخمع ممعاع/3/3 ز/ععلزه زل0” /ناع. نكا 3اء.مطمعاة//:مخخط 
إرشادات للكتابة الرياضية الجيدة فرانسيس إدوارد سو 

۵ لغا-ط 00-3 131/80 ط غ3 مم /رنك”* /نا ۰۴۵۵۲۲۰۳۲۱۱۵۰۱۵۵ نقانطالقا//: دمخخط 

كيف تحلها (1] 50۱۷6 10 ۳۱0۷۷)» جورج بوليا 

" آفضل الکتب مبيعًا لعالم الریاضیات البارز جي بولیاء كيف تحلهاء سيُظهر لأي شخص في أي مجال كيف یفکر بطريقة 
صحيحة. في نص واضح وجذاب» یکشف بولیا كيف يمكن للطريقة الرباضية لوضع إثبات أو ایجاد مجهول» أن تساعد في 
معالجة أي مشكلة منطقية. لقد استمتعت آجیال من القراء بتعلیمات بولیا الذكية - والرائعة حقّا - بشأن تجرید الأمور غير 
المهمة والذهاب مباشرة إلى قلب المشكلة ". 

http://www.amazon.com/How-Solve-Mathematical-Princeton-Science/dp/ 4716‏ 
ملك الفضاء اللامتناهی: إقليدس وأصوله»ء ديفيد بيرلينسي 


لیس إصدارًا من أصول |قلیدس» ولکنه شرح للأصول نفسهاء مما یجعل العمل ثورنا. 
https://www.amazon.com/King-Infinite-Space-Euclid-Elements-ebook/dp/BOOHTA320S‏ 
مرجع الرداضیات المفتوح 

http://www.mathopenref.com 

http://www.mathopenref.com/trianglecenters.html 


الفصل 1 
الزوایا والخطوط المتوازية ومتوازبات الأضلاع 

يجب على الدارسین |ٍنشاء الأشكال ودراسة الاثباتات خطوة بخطوق. هذا عنصر آساسي في عملية التعلم لا یمکن تجنبه. 

قديمًا قالواء "لا يوجد طریق ملكي للهندسة"» أي: "لا آحد یتعلم الریاضیات دون تعب". 

1-1 الرموز والمنطق والتعریفات 


يُشار إلى قضایا إقليدس- في الکتاب- بين حاصرتين [ ]؛ على سبیل المثال تكتب [۰]32-3 للإشارة إلى القضية الثانية 
والثلاثون في الفصل الثالث» بدلاً من كتابة "القضية 32-3". الموضوعات والتعريفات وما إلى ذلك» يُشار إليها آیضا بطريقة 
مماثلة؛ على سبيل المثال» التعريف 12 في الفصل 1 يُكتب بالشكل التالي: [تعريف 12-1]. التمارين يُشار إليها بالطريقة 
التالية: [5-3 #1] بدلاً من التمرين 1 للقضية 5-3. 


سيُشار إلى المعادلات المرقمة ب (2-2-10) بدلا من المعادلة الثانية في الفصل 10ء الجزء 2. 


ملاحظة على التمارين: حل بعضها ولا تشعر بأن عليك حلها جميعًا. عمومّاء من المتوقع حل التمارين باستخدام القضايا 
واللازمات والتمارين التي سبقته. على سبيل المثال» يجب تجرية التمرين [32-1) #3]» وله باستخدام القضايا من [1-1] 
إلى [32-1] بالإضافة إلى جميع التمارين السابقة. إذا ثبت أن هذا صعب أو محبط للغاية» فعليك أن تفكر إذا كانت القضية 
[33-1] أو اللإحقات لها (وتمارينها) قد تساعد في حل التمرين. يجوز أيضًا استخدام حساب المثلثات أو الجبر الخطي أو أي 
تقنيات رياضية معاصرة أخرى في حل المسائل الصعبة. 


1-1-1 الرموز التى ستحتاجها لقراءة الكتاب 
ستستخدم الرموز التالية للإشارة إلى الأشكال أو العلاقات الهندسية القياسية: 


ه الدوائر سيُشار إليه بالرمز:©. علي سبيل المثال سنشير إلى الدائرة التي مركزها ۸ بالرمز 8 ©. إذا لم يكن المركز معلومًاء 
سيُشار إلى الدائرة بثلاث نقاط على محيطهاء مثل ۸6 ©. 


« المثلثات سيُشار إليه بالرمز: ه 

« متوازيات الأضلاع سيُشار إليه بالرمز: فط 

« الخطان المتوازيان سيُّشار إليهما بالرمز: // 
« الخطان المتعامدان سيّشار إليهما بالرمز: 1 


بالإضافة إلى ذلك» سئُستخدم الرموز المعتادة في الجبر: + ح, >»<ء>><» عدء بجانب بعض الرموز الإضافية: 


.8 الترکیب © 00۳005[1100: على سبيل المثال» افترض أن لدينا القطعتين 818 و 80 اللتين يتقاطعان عند النقطة‎ ٠ 
.1-1-1 العبارة 86 + 818 تُشير إلى مجموع طوليهماء ولكن 86 © ۸8 تشير إلى تركيبهما ككائن. انظر الشكل‎ 


الشکل 1-1-1: الترکیب: الکائن الهندسي 80 © ۸ یتکون من القطعتین» A۸8‏ و 80 . 
فیما یخص الزوایاء یمکن الاشارة إلى ترکیبها باستخدام إما الرمز + أو ©. في هذا الکتاب» سیُستخدم الرمز +. 
« التشابه: -- يتشابه شكلان أوكائنان إذاكان لهما نفس الشکل. ولکن لیس بالضرورة» نفس الحجم. إذا تشابه کائنان وکان 
لهما نفس الحجم» فإنهما يتطابقان أيضًا. 
« التطابق: = يتطابق شكلان أو کائنان إذاكان لهما نفس الشكل والحجم» أو إذاكان لأحدهما نفس الشكل والحجم للصورة 
المعكوسة للآخر. هذا يعني أنه يمكن وضع آحدهما على الآخر (يسمح بعكس وقلب الشكل) بحيث ينطبقان» دون تغيير 
2-1-1 المنطق الذي ستحتاجه لقراءة الكتاب 
القضايا ۳۲۵005111005 هي عبارات رياضية ما أن تكون صحيحة تمامًا أو خاطتة تمامّاء ولا يمكن أن تكون صحيحة 
وخاطئة معًا. بعض الأمثلة والأمثلة المضادة: 
۰ "۱ | اه له ضلعان" 01 ۰ یذ خاطكة. 
« "المثلث له ثلاثة أضلاع" ۳ ية : ۳ 
« "المثلث له ثلاثة أضلاع؟ " ليست قضية» إنها سؤال. 
« "ارسم مثلث!" ليست قضية؛ إنها أمر. 
يمكن تقسيم القضايا الصحيحة إلى موضوعات ومبرهنات. لا تحتاج الموضوعة إلى إثبات» وتتطلب المبرهنة إثبانّاء على 
الأقل؛ کل من الموضوعات والمبرهنات تُعتبر صحيحة. القضية التي لا يمكن إثبات صحتها ليست موضوعة ولا مبرهنة 
وتعد خاطتة. (حرق صغير: كل القضايا الواردة في هذا الكتاب صحيحة) 
الموضوعة 20۳ هي قضية يُفترض أنها صحيحة دون إثبات. تعد أساسيةً لدرجة أنه لا يمكن استنتاجها من أي قضية 
أكثر بدائيةً. قد تكون عبارة "أي ضلعين في المثلث أكبر من الضلع الثالث" أمرًا بديهيًا؛ ومع ذلك» فهي ليست موضوعة 
حيث يمكن اثباتها باستخدام القضايا الأخرى. العبارة "الكائنان المساويان لكائن ثالث متساویان مع بعضهما البعض " عبارة 
بديهية ولا يمكن استنتاجها من أي قضية أكثر بديهية» لذاء فهي تعد موضوعة. 
المبرهنة 1060670 هي قضية يمكن إثباتها من قضايا معروفة (إما مبرهنات أو موضوعات). يمكن أيضًا وصف المبرهنات 
بأنها عبارات رمزية للخصائص الرباضية أو المنطقية. 
الإثبات 0۲00۴ هو حجة رياضية صارمة توضح, بما لا لبس فيهاء حقيقة قضية معينة. يتكون الإثبات من ثلاثة أجزاء: 
الفرضية» التي نفترضهاء والادعاء» هو ما ينوي المؤلف إثباته» والجزء الأكبر من الإثبات هو الذي يوضح أن الادعاء صحيح 
بمجرد افتراض صحة الفرضية. 


اللازمة 60۲0۱۱3۲۷ هي استدلال أو استنتاج مبني على آساس مبرهنة» تنص عادةً على نتيجة صغيرق لکنها مهمة» دستنتج 
مباشرةً من الاثبات نفسه أو من نتيجة المبرهنة. على سبیل المثال إذا كانت المبرهنة تنص على أن الجذور التربيعية للأعداد 
الأولية غير نسبية» إِذَا لحدی اللازمات لهذه المبرهنة هی أن 1/2 غير نسی. 


التوطئة ۱۵۲۱۲۳۳۵ هي مبرهنة نُستخدم كنقطة انطلاق لنتيجة أكبر وليست عبارة مهمة في حد ذاتها. بالرغم من أن جميع 
التوطئات- من الناحية الفنیة- مبرهنات, لا تُسمى التوطثئات مبرهنات؛ من أجل ایصال الفکرة القائلة بأنها ذات آهمية ضئيلة 
وموجودة للمساعدة في اثبات شيء آعمق. 

1-2-1-1 أمثلة 
قضية. (1) إذا كان × عددًا نسبيّاء فان × له مفکوك عشري. 
الفرضية  "‏ عدد نسبي" والادعاء "× له مفکوك عشري" (آي یمکن کتابته في صورة عدد عشري). لاثبات أن هذه القضية 


مبرهنة» نبداً بافتراض أن × عدد نسی. بعدهاء يجب أن نظهر باستخدام المنطق أن × له مفکوك عشري. إذا تمکننا من 
ذلك» فقد آثبتنا ادعاءناء وحولنا هذه القضية إلى مبرهنة. 


العبارات المقلوية 51316۳06016 0۳۷6۲56: إذا آعدنا كتابة القضية آعلاه بتبدیل الفرضية والادعاء» فاننا نحصل على 
عبارتها المقلوبة: 

قضية. (2) إذاكان ل × مفکوك عشري» فان عدد نسي. 

لأن هذه القضية خاطتة» لیس لها [ثبات وبالتالي ليست مبرهنة. 





من القضیتین (1) و (2)» من الممکن الحصول على قضیتین آخربین هما مکافتتاهما العکسیتین. المكافئة العکسية للقضية 
(1) هي قضية (3): 


قضية (3) إذا لم يكن لا مفكوك عشريء فان × لیس عددا نسبیّا. 
المكافئة العكسية للقضية (2): 
قضية (4) إذا لم يكن × عددًا نسبيّاء فإن × ليس له مفكوك عشري. 


على عكس القضايا المقلوبة» يكون المکاق العكسي صحیخا فقطء إذا كانت القضية الأصلية» صحيحة. بما أن (1) 
صحيحة إِذَا (3) صحيحة؛ بما أن (3) صحيحة إِذَا (1) صحيحة. وبالمثل» فان المكاف العكسي لقضية يكون خاطناء 
فقطء إِذَّا كانت القضية الأصلية خاطتة: بما أن (2) خاطتة: إِذَا (4) خاطتة؛ بما أن (4) خاطئة»ء إِذَا (2) خاطئة. 


3-1-1 التعريفات 


نحتاج إلى لغة مشتركة لمناقشة الخبرات أو الأفكار المتشابهة. فيما يخص الرياضيات» هذا صحيح جدًا. عمل عالم 
الرياضيات عديم الفائدة» إذا كانت التعريفات التي يستخدمها غامضة. 


قد يرغب الطلاب الذين يقرؤون هذا الجزء أول مرة في قراءة التعريفات 1 إلى 6 و9 إلى 11 ثم الانتقال إلى [4-1]» والعودة 
إلى التعريفات المتبقية بالاضافة إلى [2-1] و [3-1] حسب الحاجة. 


النة لة 


1- النقطة هي كائن صفري الأبعاد. المجسم هو الكائن الهندسي الذي له ثلاثة أبعاد (الطول والارتفاع والعرض). السطح هو 
الكائن الهندسي ذو بعدين» والخط أو القطعة من الخط هي الكائن الهندسي الذي له بعد فقط. لأن النقطة لا تحتوي على 
أي من هذه» فإن أبعادها صفر. 


الخط 
2- الخط هوكائن ذو بعد واحد: له طول فقطء على سبيل المثال. إذا كان له ارتفاع أو عرض» مهما كان صغيرأء فسيكون له 
بعدان. لذاء فإن الخط ليس له ارتفاع أو عرض. 
الخط الذي يحتوي على النقطتين ۸ و 8 يكتب ۸8 . 


(يتوافق هذا التعريف مع تعريف إقليدس الأصلي حيث لا يلزم أن يكون الخط مستقيمًا. ومع ذلك» في جميع نصوص 
الهندسة الحديثة» من المفهوم أن "الخط" يكون دون أي إنحناء؛ أي مستقيم. راجع أيضا [تعريف 4-1].) 

3- الخطوط تتقاطع في نقاط. ومع ذلك» قد توجد نقطة دون أن تكون تقاطعًا لخطين. 

4- يسمى الخط دون أي انحناء بالخط المستقيم. في هذا الكتاب تشير كلمة الخط حصريًا إلى الخط المستقيم. لن يُشار إلى 
الخط المنحني (مثل محيط الدائرة) ب "خط" لتجنب الالتباس. الخطوط ليس لها نهاية؛ لأنها لانهائية الطول. 

قطعة الخط (أو ببساطة القطعة) مشابهة للخط ما عدا أنها محدودة الطول ولها نهايتان (طرفيها). قطعة الخط ذات 
النهايتين ۸ و 8 تكتب ۸8 . (للتعبير عن طول أي قطعة» سنهمل الخط العلوي. على سبيل المثال» 48 هو طول القطعة 
(.AB‏ 

الشعاع يشبه الخط بسبب طوله اللانهانی؛ إلا أن له نهاية واحدة. الشعاع الذي له النهاية ۸ والنقطة 8 يكتب على الشكل 
8 (حيث ۸ هي نهایته). 





الشکل 2-1-1: [تعریف ۰2-1 3-1› 4-1] ۸ خطء C5‏ قطعةء و ۴۴ شعاع 


المستوی 
5- السطح له بعدین. 


6- المستوی هو سطح يمتد إلى ما لا نهاية وئفترض أن یکون مستوي أو مسطحًا تمامّا. المستوی هو النظیر ثنائي الأبعاد 
للنقطة (صفرية البعد) والخط (آحادي البعد) والفضاء ثلاث الأبعاد. معظم الهندسة الاقليدية تکون في مستودات؛ أي أن 
"المستوی" يشير إلى الحبز الذي تُجرى فیها الهندسة ثنائية الأبعاد. 
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تُحدد المستویات بثلاث نقاط؛ لأي نقاط ثلاث ليست على نفس الخط. یوجد مستوی واحد فقط يحتوي على جمیع 
النقاط الثلاثة. 


7- الشکل المستوي هو أي مجموعة من النقاط أو الخطوط أو القطع أو المنحنیات على مستوی. المضلع هو شکل 
مستوي مغلق یحده عدد محدود من القطع. 


یوجد لجمیع الأشكال المستوبة المحدودة مقیاس يسمى المساحة. المساحة هي الكمية التي تعبر عن اتسَاع شکل ثناني 
الأبعاد في مستوی. 


المساحة هي النظير ثنائي الأبعاد لطول خط أو منحنى (مفهوم أحادي البعد) أو حجم المجسم (مفهوم ثلائي الأبعاد). 


8- النقاط المتسامتة هي النقاط التي تقع على نفس الخط المستقيم أو الشعاع أو القطعة. 


8 6 
B A 76 €‏ کے ۸۵ 
الشكل 3-1-1: [تعريف 11-1] لاحظ أنه يمكن الإشارة إلى الزاويتين ب 2۳8۸6 و 2048 » أو الزاوية عند النقطة ۸ حيث ۸ 
رأس الزاوية. 


الزاوية 


9- الزاوية المستقيمة (أو ببساطة الزاوية) هي الزاوية المكونة من خطين مستقيمين أو قطعتين أو شعاعين ممتدين للخارج 
من نقطة مشترکة» ولكن في اتجاهين مختلفين. 


0- رأس الزاوية هي نقطة التقاطع بين الخطین أو الشعاعین أو القطعتین المکونین للزاوية. 


1- نشير إلى الزاوية بالرمز > وثلائة آحرف مثل :۰13۸0 حيث الحرف الأوسط ۸ یکون عند الرأس. ومن ثم» یمکن الاشارة 
إلى هذه الزاوية إما 28۸6 أو 20478 . من حين لآخرء سنشير للزاوية عند ۸ بكتابة "الزاوية عند النقطة ۸" بدلا من 
تسمية الزاوية على النحو الوارد أعلاه. 


2- الزاوية المكونة بتركيب زاويتين أو أكثر تسمى بمجموعهم. ولذلك في الشكل 4-1-1» نجد أن 
LABR‏ = 22508 © 2880 حيث وضع 07 على القطعة 80 . نكتب 2811 = 2۳0 + 2880 للتعبير عن 


هذا المفهوم. 
8 
C‏ 5 6 
A‏ م ۳ A‏ کے 
B Q‏ 
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الشکل 4-1-1: [تعریف 12-1] 


الشکل 5-1-1: [تعریف 13-1] 


3- افترض أن القطعتین 8۸ و ۸5 مرکبتان بحیث 85 = ۸5 © 8۸4 حیث 85 قطعة (انظر الشکل 5-1-1). إذاكانت 
النقطة ) التي لا تقع على القطعة (81 متصلة بالنقطة ۰۸ فان الزاویتین 2۳8۸ و 26۸ مکملتان لبعضهما البعض. یظل 
هذا التعریف صحیخا إذا استبدلت بالقطع خطوط مستقيمة أو آشعة مع مراعاة ما يلزم من التبدیل أو التعدیل. 


4- عندما تقف قطعة» ۸1 على قطعة آخری» 85» بشرط أن تکون الزاویتان المتجاورتان على جاني :81 متساویتین (آي 
8 = ۰)2۳۸۲ تسمی کل من الزاويتين بالزاوية القائم وتوصف القطعة التي تقف على الأخرى بأنها عمودية علیها. 
(انظر الشکل 5-1-1). 


نکتب ۸۴ عمودية على 58 أو ببساطة 58 1 ۸£ . ونترتب على ذلك أن الزاودة المكملة للزاوية القائمة قائمة أيضًاء 
تُعرّف الخطوط العمودية على كائن متعدد الأضلاع بأنها أعمدة الكائن. 
التعريف أعلاه ينطبق على الخطوط المستقيمة والأشعة؛ مع ما يلزم من التبديل أو التعديل. 


عادة ما يُشار إلى القطعة المستقيمة داخل مثلث والتي تمتد من الرأس إلى الضلع المقابل وتكون عمودية على هذا الضلع 
بارتفاع المثلثء مع أنه يمكن الإشارة إليها بالمعنى العام باعتبارها عمود المثلث. 


5- الزاوية الحادة هي زاوية أصغر من الزاوية القائمة. 2۳۸ في الشكل 6-1-1 زاوية حادة. 


6- الزاوية المنفرجة هي زاوية أكبر من الزاوية القائمة. إن 2۴۸8 في الشكل 6-1-1 زاوية منفرجة. مكملة الزاوية الحادة هي 
زاوية منفرجة» والعکس» مکلمة الزاوية المنفرجة هي زاوية حادة. 


7- إذاكان مجموع زاويتين يساوي زاوية قائمة» فان کل واحدة منهما تكون متممة الأخرى. انظر الشکل 6-1-1. 
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A 
الشكل 6-1-1: [تعريف 17-1] الزاوية 2۳۸۲ زاوية قائمة. لأن 2۳۸ + 20۸۵ = 2۴۸۲ ويترتب على ذلك أن‎ 
الزاوئتين 8۸45و )2۳۸ كل منهما متممة للأخرى.‎ 

الخطوط المتقاطعة 
8- الخطوط المتقاطعة هي أي ثلاث خطوط مستقيمة أو أكثر تتقاطع في نفس النقطة. ينطبق هذا التعريف على الأشعة 
والقطع» مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 
9- الرأس هي النقطة المشتركة التي تمر عبرها الأشعة. 


| ئل“ 


0. المثلث هو مضلع يتكون من ثلاث قطع متصلة عند نقاط النهاية. تسمى هذه القطع الثلائة أضلاع المثلث. يمكن 
الإشارة إلى ضلع» على وجه الخصوصء بقاعدة المثلث لأسباب توضيحية» ولكن لا يوجد فرق جوهري بين خصائص 
القاعدة وخصائص أي من الضلعين الآخرين. يُستثنى من ذلك المثلث المتساوي الساقين حيث يتساوى الضلعان (الساقان) 
في الطول. 

صيغة مساحة المثلث هي 


iE 7 
2 


حيث ط = طول ضلع» و 1 = طول القطعة العمودية من هذا الضلع إلى الرأس المقابل. 

تكون مساحة المثلث صفراء فقط» إذا كانت رؤوسه متسامتة. 

1- المثلث المختلف الأضلاع هو المثلث الذي لا تتساوی أضلاعه الثلاثة في الطول (المثلث الأيسر في الشكل 7-1-1). 
المثلث المتساوي الساقين هو المثلث ذو الضلعين المتساویین (المثلث الأوسط في الشكل 7-1-1). المثلث متساوي 


الأضلاع هو مثلث جميع أضلاعه متساوية (المثلث الأيمن في الشكل 7-1-1). المثلث متساوي الزوايا هو مثلث جميع 
زواياه متساوية. 
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A B BD F G H 
© © 
۱ 
الشکل 7-1-1: [تعریف 21-1] الأنواع الثلاثة للمثلثات: مختلف الأضلاع» متساوي الساقین» متساوي الأضلاع.‎ 


2- المثلث القائم هو مثلث تکون إحدى زوایاه قائمة» مثل المثلث الأوسط في الشکل 7-1-1. وتر المثلث هو الضلع 
المقابل للزاوية القاتمة. (ق المثلث الأوسط فى الشکل ۰7-1-1 ۴9۴ قائمة. لذا فان ۳۳ هی وتر المثلث.) 
0 يي ب ي 


الشكل 8-1-1: [تعريف 23-1] 
3- المثلث المنفرج هو مثلث إحدى زواياه منفرجة (مثل 404878 في 0۸5 ه» الشكل 8-1-1). 
4- المثلث الحاد هو مثلث کل زاوبة من زواياه حادة» مثل المثلثين الأيسر والأيمن في الشكل 7-1-1. 


5- الزاوية الخارجية لمثلث هي الناتجة من مد ضلع المثلث. في الشكل 8-1-1 بحتوي ٥۸8‏ 4 على 88 الممتد ((81) 
التي تصنع الزاوية الخارجية 2۲۸. 


كل مثلث له ست زوايا خارجية. أيضّاء كل زاوية خارجية مكملة للزاوية الداخلية المجاورة. في الشكل 8-1-1 الزاوية 
الخارجية 2۸6 تُكمل الزاوية الداخلية المجاورة 0413 2. 


المضلع 


6- المضلع هو شكل مستقيم محدود بثلاث قطع مستقيمة أو أكثر (انظر التعريف 7). على سبيل المثال» الدائرة شكل 
مستويء ولكنها ليست مضلعَاء لكن المثلثات في الشكل 8-1-1 أشكال مستوية ومضلعات. 


7- يقال إن المضلع محدب إذا لم تكن له زاوية داخلية أكبر من 180° . 
8- رباعي الأضلاع هو المضلع المكون من أريعة أضلاع. 


9- شبيه المعين ۱۵26۳86 هو متوازي أضلاع متساوي الأضلاع وكل زاوية من زواياه الحادة تساوي 45 درجة. في بعض 
الأحيان» يُسقط شرط ال 45 درجة» والمطلوب فقط أن يوجد فيه زاويتان متقابلتان حادتان والاثنتان الأخربان منفرجتان. 
يستخدم مصطلح معين 8۳0۳05 بشكل شائع لوصف متوازيات الأضلاع المتساوية الأضلاع. انظر الشكل 9-1-1. 
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۱ >< 


الشکل 9-1-1: [تعریف 29-1] معینان. 

0. المریع هو المعین الذي له زاوية قائمة. 

1- یسمی المضلع الذي له خمسة أضلاع خماسي الاضلاع. والذي له ستة أضلاع» سداسي الأضلاعء إلخ. 
الدائرة 


2- الدائرة شكل مستوي يُنشأ عن طريق توصيل جميع النقاط متساوية البعد عن نقطة مركزية. النقطة المركزية هي مركز 
الداثرق والنقاط المتصلة محيط الدائرة. 


الشكل 10-1-1: [تعريف 32-1] ۲ مركزها ) ونصف قطرها 67. لاحظ أن 67 = 08 = 04. لاحظ أيضًا أن A8‏ 
هو قطر الدائرة. 


3- نصف قطر الدائرة هو أي قطعة مبنية من مركزها إلى محيطهاء مثل 6۸ أو ۲7 أو ۳70 في الشكل 10-1-1. لاحظ أن 
0 = 08 = 6۸ (أي أن جميع أنصاف الأقطارء لنفس الداثرق متساوية). 


4- قطر الدائرة هو القطعة المنشأة مرورًا بالمركز ونهايتيها على المحيط» مثل 58 في الشكل 10-1-1. 
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غير ذلك 


5- محور تماثل هو أي قطعة أو خط أو شعاع يقسم الشكل الهندسي المنتظم أو المتماثل إلى نصفين متساوبين (مثل )۸ 
في المضلع ۸301 الشكل 11-1-1). 


الشكل 11-1-1: [تعريف 35-1] 


تعريف بديل: إذا صف شكل بواسطة قطعة (أو خط أو شعاع) بشرط أن لكل نقطة على جانب من القطعة (أو الخط أو 
الشعاع) توجد نقطة تناظرها على الجانب الآخر من القطعة (أو الخط أو الشعاع) وبعدي النقطتين عن القطعة (أو الخط أو 
الشعاع) متساویین» فان القطعة (أو الخط أو الشعاع) هي محور التماثل الشكل. 


6- متوسط المثلث هو أي قطعة منشأة من أي زاوية لمثلث إلى نقطة منتصف الضلع المقابل. كل مثلث له ثلاث 
متوسطات متقاطعة. مركز كتلة المثلث هي نقطة تقاطع المتوسطات الثلاثة. 


الشكل 12-1-1: [تعريف 36-1] 05 متوسط ۸8٤‏ 4. يحتوي المثلث على متوسطين آخرين غير ظاهرين في الصورة» 
وتقاطعهما مرکز كتلة ۸8٤‏ ھ. 


7- المحل الهندسي واءه| هو مجموعة من النقاط التي يفي موقعها أو یتحدد بشرط أو آکثر. على سبیل المثال, الدائرة 
هي المحل الهندسي لنقطة بعدها عن المرکز يساوي نصف قطر الدائرة. 


8- المرکز المحيطي لمثلث هو النقطة التي تتقاطع فیها المنصفات العمودية الثلائة للمثلث. 
9- المرکز الداخلي لمثلث هو نقطة تقاطع منصفات الزوایا الداخلية الثلاث للمثلث. 
سیکون هناك مزید من التعریفات في [5-1] والفصول اللاحقة. 
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0- التراکب هو وضع کاتن هندسي على آخر» مثل خط على خطء أو مثلث على مثلث. أو داثرة على دائرة» وما إلى 
ذلك. التراكب المستخدم في الهندسة عقلي فقط. أي أننا نتصور أن أحد الأشياء يُوضع على الآخر. وبعد ذلكء إذا تمكنا 
من إثبات أن الكائنات تتطابق» فإننا نستنتج من الموضوعة الحالية أنهم متساوون من جميع النواحي. يتضمن التراكب 
المبدأ الذي يستخدمه إقليدس بشكل متكرر دون ذكره صراحة» الذي نصه: "يمكن نقل أي شكل من موضع إلى آخر 
دون تغبير الحجم أو الهيئة." 


2-1 المسلمات 
نفترض ما يلي: 


1- يمكن إنشاء خط مستقيم أو شعاع أو قطعة من أي نقطة إلى أي نقطة أخرى. يمكن تقسيم الخطوط والأشعة والقطع 
بواسطة نقاط إلى قطع جزئية محدودة الطول. 


2- يمكن أن تمد أي قطعة. إلى أي قطعة أطول أو شعاع أو خط مستقيم. 

3- يمكن إنشاء دائرة من أي نقطة وبأي طول محدود من المركز. 

3-1 موضوعات 

1-3-1 الموضوعات الجبرية 

لنفترض أن 6 9 36» إلخ» أعداد حقيقية. تتطلب هذه الموضوعات أريع عملیات: الجمعء والطرح والضرب والقسمة. 


الجمع (غالبًا ما يُشار إليها برمز الجمع "+") هو إحدى العمليات الحسابية الأساسية الأربع» العمليات الأخرى هي الطرح 
المثال إذا راديان 7 2 = ۸ے و عد = 8 إذَا 
ادیا E+‏ 0 د zB‏ + ۸ 
دار“ E‏ ات | — ڪڪ 
رادیان 1۲ 1 A AA T‏ 4 


جمع الکمیات يعرف عندما یکون للكميات المجموعة نفس الوحدات. على سبيل المثال القطعة التي يبلغ طولها 3 وحدات 
ثم تمد بمقدار 7 وحدات إضافية» يصبح طولها الإجمالي 10 وحدات؛ أو 3 + 7 = 10 حيث يمثل كل عدد عدد الوحدات. 


ومع ذلك» إذا آضیفت قطعة بطول 3 وحدات إلى رادیان 7 3 = ۰2۸ فان المجموع غير مُعرّف. 
الطرح هو عملية إزالة کمیات من کمیات. يُشار إليه بعلامة الطرح (-). على سبیل المثال, إذاكان رادیان 7 < = ۸ع و 


ZB= 1‏ ؛ ادا 
4 


الطرح حالة خاصة من الجمع حيث 
© < 0 - و < (9) a+‏ 


الضرب (غالبًا ما يُشار إليه بالرمز "×" أو بنقطة ۰۳" أو بعدم وجود رمز): عند التفکیر في الضرب كجمع متکرر فان الضرب 
یعادل إضافة عدد من نسخ حد (المضروب) يساوي الحد الآخر (المضروب فیه). عادةّ ما يكتب المضروب فيه أولاً 
والمضروب ثانيّاء هذا قد یختلف» وأحيانًا لا یکون التمیین بينهماء ذا معنی. مثال على ذلك» 
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2 هج + ج < ا‎ + ... +a 
حيث حاصل الضرب 0 × 2 يساوي ۾ مضافًا إلى نفسه 9 مرات.‎ 


الأضلاع» إلخ) عن طربق ضرب طولین (القاعدة والارتفاع طولا ضلعین متجاورین» إلخ). یمکن أيضا حساب حجم بعض 
الکائنات الهندسية المجسمة (کرات» مکعبات» إلخ) عن طربق ضرب ثلاثة آطوال. 


القسمة: في الحساب في المرحلة الابتدائية» القسمة (يشار إليها بالرمز + أو / أو 2 حيث 0 + ط). على وجه التحدید. |ذا 
كانت ط في © تساوي 2» مکتویّا: 
a < 6 xc‏ 
حيث 9 ليست صفرّاء إذا حاصل قسمة ۾ على ط يساوي ع» ودكتب هكذا: 
a/b = ©‏ = © < 9 + و 


القسمة هي حالة خاصة من الضرب حيث 


2 0 1 
- = م + a.= = a‏ 
b b‏ 
أيضاء 6 یقسم ‏ إذا كان و ۰ ]1 = 9 » حيث ‏ عدد صحيح؛ أو ) = = حیث † عدد صحیح. لاحظ أنه إذا طا 
قسمت . فإن» 
1- 6 قاسم a‏ 
2- مضاعف ط 


1-3 قابلة للقسمة على ط 

نستخدم ما يلي كموضوعات جبرية: 

1- خاصية الجمع: إذاكانت ط = و و = » فان 0 + 9 < ع + 3 . 
2- خاصية الطرح: إذاكانت 9 = ج ول = ». إذًَا ل - 9 دع - ۵. 
3- خاصية الضرب: إذاكانت ط = 2 0۱1 = ه. 

4- خاصية القسمة: إذا ط وو 0 عم لدع . 

5- خاصية الاستبدال (التعویض): إذا كانت ط = 2 » فیمکن التعویض بأي من 2 أو 6 عن الآخر في أي معادلة أو متباينة. 
6- خاصية الانعکاس: 2 = 2۵ . 

7- خاصية التماثل: |ذا ‏ = 2 » 2 = ظ . 

8- خصائص القَلّب للمتباینات: 

(أ) إذا ط > ھء فان ۾ < ط. 
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(ب) إذا م < 2 فان 2 > 0 . 

9- خصائص التعدي للمتباینات: 

([) إذا 0 < دوع < ط فان » < . 

(ب) اذا ‏ > و وه > ط فان © > 2 . 
(ج) إذا ا < و وء < ط فان < 2. 

(د) إذا 6 = و وع < ط فان © < 2 . 
0- خصائص التباین في الجمع والطرح: 


() إذا ط > ه فان + > ء + جوع - 5 > ع -2. 
(ب)إذا م < 2» فان ء + b‏ > »2 + وه - 06 < 0 -۵. 


1- خصائص المتباينات في الضرب والقسمة: 


() إذا ط< هو0 <ء فإنءط < عم و < 3. 
(ب) |ذا ط > و و0 < e‏ فان »0 > ac‏ ود > 3. 
(ت) اذا 9 < و 0 > فان عط > ac‏ ود > 3. 
(ث) إذاط > و و 0 > فان 6 < 20 و2 < 3. 


12- خاصية المعکوس الجمي للمتباینات: 


() إذا 0 > ۾ فان 0- < و- . 
(ب)إذا 0 < ۾ فان - > 4س . 


3- خاصية المعکوس الضري للمتباینات (حیث یکون 2 و طا موجبین أو سالبین فقط): 


ا م1 1 

() إذاط < هج فان ے < م : 

2-3-1 مَوْضوعات التطابق 

في الهندسة» پتطابق شکلان أو كائنان إذا كان لهما نفس الشکل والحجم. أو إذا كان لأحدهما له نفس الشکل والحجم 


كالصورة المعكوسة للآخر. رمزتاء يكون كائنين متطابقين إذا وفقط إذا كان يمكن تحويل أحدهما إلى الآخر باستخدام الانتقال 
أو التدوير أو الانعكاس فقط. هذا يعني أنه يمكن إعادة وضع أي كائن وعكسه (دون تغيير حجمه) لينطبق بدقة على الكائن 
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الآخر. لذلك فان شکلین مستوبین مختلفین على قطعة من الورق متطابقان إذا تمکنا من قصهما ثم مطابقتهما تمامًا. يُسمح 
بقلب الورق. 


بعض الأمثلة: 

« القطعتان المستقیمتان متطابقتان إذا كان لهما نفس الطول. 

« الزاویتان متطابقتان إذا كان لهما نفس القیاس. 

« الداثرتان متطابقتان إذا كان لهما نفس القطر أو نصف القطر. 

إذاكانت ج و 0 متطابقتین» فیمکننا كتابة 0 = 2. ثلاث خصائص للتطابق مع آمثلة: 

1- الخاصية الانعکاسیة: ۳ = DE‏ و2۸۴ = 2۸۳6 . 

2- خاصية التماثل: إذا DE = FG‏ « فان FG = DE‏ . وأيضّاء إذا 2۳۳6 2 2880 فان 2۸86 = 2۳6 . 


۸56 x= DEF آیضا إذا‎ . AB x= EF فان‎ CD x= و۲۳‎ AB = CD خاصية التعدي: إذا‎ -3 
. 2۸۲۶6 = 20111 و ]2011 = 0۳۳۲ فان‎ 


تمنحنا المسلمات الجپرية ومسلمات التطابق خاصية التوزیع: 
ab + ac‏ = و + a(b‏ 
3-3-1 الموضوعات الهندسية 
1- الکائنات المتطابقة متساوبة في القیاس. 
2 لا يمكن لخطین مستقیمین في مستوی إحاطة مساحة محدودة. 
3- جمیع الزوایا القائمة متساوية. 


4- إذا تقاطع خطان (213»)) مع خط ثالث (۸6 ) بحیث مجموع الزاویتین الداخلیتین (2۸6۳ + 21۸6) على نفس 
الجانب من الخط أقل من مجموع زاويتين قائمتین» فسيلتقي الخطان على بعد محدودء على هذا الجانب. انظر الشکل 3-1- 
1 





الشکل 1-3-1: يجب أن یتقاطع 48 مع 60 على بعد محدود. 
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ما سبق ينطبق على الأشعة والقطعء مع ما يلزم من التبدیل والتعدیل. 


يمكن استبدال موضوعة بلاي فير بالموضوعة آعلاه» والتي تنص على ما يلي: "في أي مستوی» یمکن رسم خط على الأکثر 
موازا لخط آخر عبر نقطة ليست على هذا الخط." سميت هذه الموضوعة على اسم عالم الرباضیات الاسكتلندي جون 
بلاي فیر. إن شرطه "على الأكثر" هو المهم؛ لأنه يمكن إثبات بواسطة قضایا (قلیدس أن هناك خا موازئا على الأقل. غالبا 
فريد ". ما تُكتب هذه الموضوعة بعبارة "هناك خط 


"في أي مستوی» يمكن رسم خط فريد موازا لخط أخر عبر نقطة ليست على هذا الخط." 


تشمل الموضوعات المكافئة للموضوعة 4 ما يلي: 

« مجموع زوايا أي مثلث 180 درجة (مسلمة المثلثات). 

« يمكن إحاطة أي مثلث. 

* يوجد شكل رباعي جميع زواياه قائمة (أي مستطيل). 

* يوجد زوج من الخطوط المستقيمة على بعد ثابت عن بعضهما البعض. 
« الخطان الموازيان لنفس الخط متوازيان. 


٠‏ لا يوجد حد أقصى لمساحة المثلث. (موضوعة واليس) 
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4-1 الکتاب الأولء» القضایا 26-1 

قضية 1-1 إنشاء مثلث متساوي الأضلاع. 

على أي قطعة مستقيمة» من الممکن إنشاء مثلث متساوي الأضلاع. 
لنفترض أن لدینا 48؛ ندعي أنه يمكن إنشاء مثلث متساوي الأضلاع على ۸13 


الإثبات: آنشی الدائرة 8۸ التي مرکزها ۸ ونصف قطرها 2۸ [مسلمة 3 من الجزء 2-1]. أنشئ الداثرة 8 8 التي مرکزها 
8 ونصف قطرها ۸13 التي تتقاطع مع 0۸ عند النقطة ©. أنشئ القطعتین ۰۸ 13) [مسلمة 1 من الجزء 2-1]. ندعي أن 
0 4 متساوي الأضلاع. 





F 


الشكل 1-4-1: [1-1] 


لن ۸ مركز الدائرة ۰۸ ۸8 = 80 [تعريف 33-1] (كل منهما نصف قطر). لأن 8 مركز الدائرة 0۰813 = ۸8 (كل 
منهما نصف قطر). حسب [الموضوعة 9 الجزء ۰]1-3-1 860 = 48 = .A۸€‏ 


لأن هذه القطع هي أضلاع ABC‏ هه فان 880 4 متساوي الأضلاع [تعريف 21-1]. لأن ABC‏ هه مبني على القطعة A۸8‏ » 
فقد آشتنا ادعاءنا. 


ملاحظة: [1-1] - [3-1] توطئتان ل[4-1]. 


ملاحظة: قد تبدو هذه القضية غربية بالنسبة للقراء المطلعين على البراهين الرياضية الحديئة. تُظهر الإثباتات من القرن 
الحادي 5 شرين عادةٌ آن ۱ و الکاتنات الرداضية غير الملموسة إما موجودة أو غير موجودة» بینما [1-1] تصف طريقة 
إنشاء كائن» ثم تثبت أن هذا الکائن هو ما كنا ننوي بنائه. 


في عصر إقليدس» كانت الرياضيات مشابهة للهندسة والإنشاء. إذا تمكنت من إثبات وجود شيء ماء ولكنك لم تستخدم هذه 
المعرفة للمساعدة في إنشاء شيء ملموس» فأنت على الطریق الصحيح لتصبح مُعدم (فقير) بدوام كامل. 


يجب على الطلاب المعاصرين رسم أو إنشاء أي كائنات موصوفة في هذه القضايا. 
أسئلة الامتحان. 

1- ماذا نفترض في هذا القضية؟ 

2 ما ادعاقنا؟ 
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3- ما هي القطعة المستقيمة المحدودة؟ 
4- ما هو عکس المحدود؟ 

5- ما المسلمات التي استشهد بها وأين استشهد بها؟ 

6- ما الموضوعات التي استشهد بها وأين استُشهد بها؟ 

7- ما فائدة تعریف الدائرة؟ ما هي الداثرة؟ 

8- ما هو المثلث متساوي الاأضلاع؟ 

تمارین 

يجب محاولة حل التمارین رقم #2 - #5 بعد أن یکمل الطالب الفصل الأول. 

1- إذا أنشئت القطعتین ۸۴ و 3۳ فأثبت أن الشکل 8۸217 معين. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


2 إذا آنشئت ۳) ومدت 88 إلى محيط الدواثر (عند النقطتین 0 وع)» اثبت أن المثلثين ٤2۴‏ ھ و 01:1 ۾ متساودا 
الأضلاع. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


3- إذا مدت K4‏ و K8‏ لتتقاطعا مع المحیطین عند النقطتین 6 وبا فأثبت أن النقاط 6 و۴ ولا متسامتة وآن 6011 ه 
متساوي الأضلاع. 


4 آنشی 6۴ واثبت آن3.۸۳82 = 012 . 
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القضية 2-1 انشاء قطعة مستقيمة مساوية لقطعة مستقيمة آخری من نقطة معينة. 
بأي قطعة ونقطة» من الممکن إنشاء قطعة آخری بحیث: 

(1) تکون النقطة |حدی نهايتي القطعة الجديدة. 

(2) یکون طولها مساوي لطول القطعة. 

الإثبات لنفترض أن ۸ نقطة اعتباطية على المستوی, و٣8‏ أي قطعة. ادعاونا مذکور آعلاه. 


۰ © 


الشكل 2-4-1: [2-1] في بداية الإثبات (على اليسار)» الإنشاء الجزئي (على اليمين) 


أنشئ 88 » وعلى ۸13 أنشئ (881 هه المتساوي الأضلاع [1-1]. أنشئ الدائرة 8 ©» التي مركزها 8 ونصف قطرها 8)0. مد 
8 لتتقاطع مع الدائرة 8 © عند ٤‏ [مسلمة 2 الجزء 2-1]. أنشئ الدائرة 05ء التي مرکزها ([ ونصف قطرها :11 . مد 
8 لمقابلة © عند ۲. 





الشكل 3-4-1: [2-1] الإنشاء الكامل 


الإثبات: من الواضح أن ۸ نهاية من نهايتي ۸۳ (ادعاء 1). إذا تمكنا من إظهار أن 80 = ۰۸۳ فسنكون قد آثبتنا ادعاءنا. 
لأن DE‏ و 1۲ نصفا قطر (1[©» 1۳ = "11 [تعريف 32-1]. لأن 8 ۸ متساوي الأضلاع» 8 = ۸ [تعريف 1- 
1 حسب [الموضوعة 2 من الجزء 1-3-1]؛ نجد أن 


DF - DA = DE - 8 
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.AF = B۴ حسب [الموضوعة 5 من الجزء 1-3-1]» نجد أن‎ DE - DB = BE DF - DA = AF لکن‎ 


لأن 80 و BE‏ نصفا قطر فی ۰815 80 = .8٤‏ حسب [الموضوعة 9 من الجزء 1-3-1] (المساوبان لنفس الشيء 
متساودان)» 0 = ۸۳ (ادعاء 2)» وهذا یکمل الإثبات. 


تماربن 


1- اثبت [2-1] عندما تکون ۸ نقطة على 80 . [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
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لأي قطعتین» غير متساويتين» من الممکن تقسیم القطعة الکبری إلى قطعتین جزئیتین تکون |حداهما مساوبة في الطول 


للقطعة الصغری. 
.AE = CG‏ 


من ۵۸ أنشئ ۸5 بشرط أن 06 = ۸ [2-1]. أنشئ 6۸ التي مرکزها ۸ ونصف قطرها 47 [مسلمة 3-1] التي تتقاطع 
مع ۸8 عند ۴. 








الشکل 4-4-1: [3-1] 


لأن ۸ مرکز ۰۸ ۸۳ = ۸۳ [تعريف 32-1]. لأن 060 = ۸۲ (حسب الانشاء). حسب [الموضوعة 9 من الجزء 3-1- 
1 = ۰۸۳ وهذا یثبت ادعاءنا. 


اللازمة. 1-3-1 لأي قطعة وشعاع» من الممکن قطع قطعة من الشعاع مساوبة في الطول للقطعة. 

أسئلة الامتحان. 

1- ما القضية السابقة التي وظفت في هذا حل؟ 

2- ما الموضوعة المستخدمة في التوضیح؟ 

3- وضح كيفية مد القطعة الأقصر من أي قطعتین حتى یتساوی طول القطعة الممتدة مع طول القطعة الأطول. 
تمارین 


1- اثبت [اللازمة 1-3-1]. 
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نج ية 4-1. مبرهنة "ضلع-زاوية-ضلع" لتطابق | ثلثات. 
إذا ساوى ضلعان في مثلث ضلعين في آخر» على الترتيب» وكانت الزاوية المحصورة بين الضلعين في الأول تساوی الزاوية 
المناظرة في الثاني» فإن المثلثين متطابقان. 


الإثبات إذاكان01 = AB‏ و۲۳ = AC‏ و2۳۲۴ = 28۸0 في ABC‏ ۵ و۲۳6 «A‏ إذا 
A ABC =A DEF‏ . 


الشكل 5-4-1: [4-1] 


تذكر أن التراكب يسمح لنا بتحريك کائن فوق آخر دون تشويه شكله أو قياسه. إذا وضع )۸13 هه على DE٤۴‏ هه بشرط أن 
توضع النقطة 4 على النقطة 7 و 88 على 5٤‏ » فان النقطة 8 تتطابق مع النقطة ع لأن 0 = A8‏ . 


لأن ۸8 يتطابق مع ۳( فإن 80 يتطابق أيضًا مع 5۴ ؛ لأن 2۳۳۳ = 880 2. لأن D۴‏ = ۰۸6 فان ) تتطابق مع ۴. 


لأن 8 تتطابق مع ٤ء‏ فإن القاعدة :80 ل 880 هر تتطابق مع ٤۴‏ القاعدة ل 0۳:۳ 4ء ويترتب على ذلك أن 
.BC = EF‏ 


ومن ثم فان جميع أضلاع وزوايا أحد المثلثين متساوية مع الأضلاع والزوايا المناظرة في المثلث الآخر. نستنتج أن 
A ABC = A DEF‏ 


ملاحظة تحتوي أصول إقليدس على ثلاث قضايا حول تطابق المثلثات: [4-1] ضلع- زاوية - ضلع [8-1]» ضلع- ضلع- 
ضلع» و [26-1] زاوية - زاوية -ضلع وزاوية-ضلع- زاوية. 


أسئلة الامتحان. 
1- ما المقصود بالتراكب؟ 
2 كم عدد الأجزاء التي تشكل مثلنًا؟ (الإجابة 6 ثلاثة أضلاع وثلاث زوايا.) 


3- إذا لب أن نثبت أن مثلثين متطابقان» فكم عدد الأجزاء من أحدهما يجب أن يكون متساوتا مع الأجزاء المناظرة من 
الآخر؟ (الإجابة. بشكل عامء أي ثلاثة ما عدا الزوايا الثلاث. سنثبت هذا في [8-1] و [26-1]ء وكلاهما يستخدم [4-1].) 


تمارين 
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1- اثبت أن الخط الذي ينصف الزاوية الرأسية في مثلث متساوي الساقین ینصف القاعدة, آیضاء عموديًا. [انظر الفصل 
الأخير للحصول على حل.] 


2- إذا تساوی ضلعان متجاوران في شکل رباعي ونضف القطر الزاوية بينهماء فأثبت أن الضلعین المتبقیین متساویان في 
الطول» أيضّا. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


3- إذا تصفت قطعتان کل منهما الأخرى عموديّاء فاثبت أن أي نقطة على أي من القطعتین یکون بعداها عن نهايتي الأخرى 
متساویین. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


4- ذا آنشئت مثلثات متساوبة الأضلاع على أضلاع أي مثلثء فاثبت أن المسافات بين رؤوس المثلث الأصلي والرژوس 
المقابلة في المثلثات متساوية الأضلاع متساوية. (يمكن إثبات ذلك بعد دراسة [32-1].) 
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القضية 5-1 المثلثات متساوبة الساقین |. 

لي مثلث متساوي الساقین: 

(1) إذا مدت آضلاع المثلث» بخلاف القاعدة» فان الزاوبتین الموجودتین أسفل القاعدة متساوبتان في القیاس. 
(2) الزاودتان على القاعدة متساودتين في القیاس. 


الإثبات أنشئ ۸6 هه بشرط أن ۸ = ۸ واعتبر الضلع 80 قاعدة المثلث. أنشئ ۸8 عن طريق مد ۸8 وأنشئ A۴‏ 
عن طريق مد ۸6 بحيث يصبح 81 < 018 . ندعي: 


ZDBC = 2۳ .1 
ZABC = 2۸0۲ .2 


سنثبت کل ادعاء على حدى. 
الادعاء 1: 2۳5 = 2180 


لنفترض أن ۴ نقطة على 85 بخلاف 8 أو 0. على 6٤‏ » اختر النقطة 6 بشرط أن 8۴ = 06 [3-1]. (لأن 
»)٤ < 0‏ هذه النقطة ليست نهاية للقطعة). أنشئ 86 و C۴‏ [تطبيقان على مسلمة 1 من الجزء 2-1]. 


. 
€ 8 
ھر 
55 ا H‏ ص ضار 
E‏ 0 
الشکل 6-4-1: [5-1] 


لأن ۸6 = ۸۳ (حسب الانشاء) و ۸6 = ۰۸8 حسب الفرضية نستنتج من ذلك أن الضلعین ۸۴ و۸6 في 180 ۵ 
متساوبان في الطولء على التوالي» مع الضلعین ۸6 و ۸8 في 6۸8 هم. أيضّاء الزاوية 28۸۲ هي الزاوية المحصورة بين کل 
من زوجي الأضلاع في کل مثلث. حسب [۰]4-1 0۸ ھ = 180 هم؛ وهذا یقتضي أن 2۸ = 2۸۳ و < BG‏ 
CF‏ . 
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فیما یخص FBC‏ هه و6068 هه : بما أن BF = CG‏ و86 = CF‏ و2468 = ۰۶2۸۳6 حسب [4-1] 
=A GB‏ 180 هر . وهذا يقتضي أن 260618 = 280 وهما الزاویتان أسفل قاعدة ۸۲6 هد؛ أوء 


08 = لاه = 2۳۳۲۵6 = ZDBC‏ 
هذا يثبت الادعاء 1. 
الادعاء 2: 2۸5 = ZABC‏ 
بما آن 0605 ۵ 2 FBC‏ هء ۱5 20۳6 = 2۳6۲. حسب الاثبات السابق» 26۳۸ = 2۳0۸ 
لاحظ آن: 
۸ << 2۳0۸ 
60 + 2۳80 = 2۸5 + 2۳5۲ 
ZFCB + 2۸5 = 2۳۲ + 60‏ 
ZACB = 0‏ 
هذا يثبت الادعاء 2 ودكمل الاثبات. 


ملاحظة ترجع الصعوبة التي قد یواجهها بعض المبتدئین في هذا القضية إلى حقيقة أن ۸6۳ هه و ۸۳ همتداخلان. 
يجب على المعلم أو الشارح رسم هذه المثلثات بشکل منفصل والاشارة إلى الأجزاء المتناظرة: ۸6 = AB »AF‏ = ۸ 
و 26۸۳8 = 2۳۸6 .حسب [4-1]ء یتبع ذلك أن 2۸56 = 2۸۳ و 2۸5 = .LAFC‏ 


اللازمة 1-5-1 یکون المثلث متساوي الأضلاع فقط إذا كان متساوي الزوایا. 

تمارین 

1- اثبت أن الزاوتین الموجودتین على القاعدة متساوىتان دون مد الضلعین. 

2 اثبت أن ۸۲ محور التماثل 1 ۸196 ه. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
3- اثبت أن کل قطر للمعین هو محور تناظر للمعین. 


4- حدد نقطة المنتصف لكل ضلع في أي مثلث متساوي الأضلاع؛ اثبت أن القطع التي تصل بینهم تشکل مثلث آخر 
متساوي الأضلاع. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


5- اثبت [اللازمة. 1-5-1]. 
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القضية 6-1: المثلثات متساودة الساقین ۱۱. 


إذا تساوت زاوبتان في مثلثء فان الضلعین المقابلین للزاویتین المتساویتین متساوبان في الطول (أي إن المثلث متساوي 


الساقین). 
الاثبات أنشئ 880 ھ بشرط أن 8078 2 = 2۸6. من أجل إثبات ادعاءنا أن ۸6 = 48ء سنستخدم البرهان 
A‏ 
۰ 
0 
۹ 
۷ 
1 
١١‏ 
۷ 
۷ 
١‏ 
. 
١‏ 
١‏ 
۲ © 
الشکل 7-4-1: [6-1] 


بدون فقدان للعمومية افترض أن ۸6 < 48. على ۸8 » آنشیع نقطة ‏ بشرط أن 0۸ = 8 [3-1]» وأنشئ 65 . 
لاحظ أن 0 < ۸0۲ هه (أي مساحة 8061 هه آکبر من 0)؛ والا لن یکون ۸٤D‏ ۾ موجودا. 


فیما یخص 780 هه و ۸6 : بما أن 4860 = 28 و 2۸6۳ = 286 وکل مثلث يحتوي على 8€» حسب [4-1] 
A ACB‏ = 280 ه. يترتب على ذلك أن 2860 ھ = ۸۲ ۵. 


لکن 7286 هه © ۸0۲ هه = 868 هه وبالتالي فان 0 = ۸0۲ هه (أي أن مساحة 861 4 تساوي 0). ولكن أعلاه 
أظهرنا أن 0 < 80672 ه. إذَا 0 = 8062 ۵ و0 < 8062 ھ» هذا تناقض. 


على وجه التحديدء افترضنا أن ۸6 < ۸۲ وحصلنا على تناقض. إذا افترضنا بدلاً من ذلك أن ۸8 < ۰۸6 فسنحصل على 
نفس التناقض (هذا ما نعنيه بعبارة "بدون فقدان العمومية"؛ هناك طريقتان لبدء الإثبات» وفي كلا الحالتين نحصل على 
نفس النتيجة). لأن کل من الفرضين 14860 < ۸8 و88 < 80 ينتج عنه تناقض, يجب أن يكون 860 = ۸8 هذا يثبت 
ادعاءنا. 


اللازمة 1-6-1. تشير [5-1] و [6-1]» معًاء إلى أن المثلث يكون متساوي الساقين إذا وفقط إذاكانت الزاويتان الموجودتان 
عند قاعدته متساودتان. 


أسئلة الامتحان. 

1- ما الفرضية في هذه القضية؟ 

2- ما القضية التي تكون هذه القضية مقلوبها؟ 
3- ما عكس 101/656 هذه القضية؟ 

4- ما عكس [5-1]؟ 
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5- ما المقصود بالاثبات بالتناقض؟ 
6- كيف یثبت اقلیدس- عمومّا- القضایا المقلویة؟ 

7- ما الافتراض الخاطئ الذي بواسطته آثبتت القضیة؟ 
8- إلى ماذا يؤدي هذا الافتراض الخاطی؟ 

تمارين 


1- اثبت [اللازمة. 1-6-1]. 
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القضية 7-1- مثلثات متميزة. 
لأي مثلثين مختلفین» إذا ساوی ضلعان في مثلث ضلعین في الآخرء على التوالي» فان الضلع الثالث من الأول لا يساوي ما 
یناظره في الثاني. 


نص القضية بطريقة أخرى: لأي قطعتين منشئتين من نهايتي قطعة مستقيمة ويلتقيان في نقطة» لا يمكن إنشاء 
قطعتين آخربین من نهايتي نفس القطعة وبلتقیان في نقطة على نفس الجانب النقطة السابقة ودكونان مساويتين 
للقطعيتين السابقتين» على التوالي. 


الإثبات أنشئ المثلثين المختلفين ۸۳ ههء 808 4 المشترکان في القاعدة 88 . افترض أن ۸0 = 46. ندعي أنعد 80 
BD‏ . 


A B 
© ° 


الشكل 8-4-1: [۰]7-1 حالة 1 
قد تكون رآس المثلث الثاني إما داخل أو خارج المثلث الأول. 
الحالة 1: الرأس خارج المثلث. 


افترض أن رأس كل مثلث يقع خارج الجزء الداخلي من المثلث الآخر (أي» 2 لا تقح داخل 408 4 و0 لا تقع داخل 
8 4). أنشئ 07 . لأن 860 = 81 حسب الفرضية» 401 هه متساوي الساقين. حسب [اللازمة 1-6-1]» 
.ZACD = ۲0‏ 


بما أن 28۳6 = 092۸6 < 2۸38 نتيجةً لذلك» 28۳6 < 2۸۳6 [1-3-1 موضوعة 12]. ولأن 
0 = ۰2۸0 فان أيضّاء 286 < ۰2۸0 بما آن 2۸0۲ + 2804 = ۰20۲ فان 
.ZBCD > 6‏ 


فیما يخص 8(٣‏ . بما أن 2۳۳6 < ۰2۲ حسب [اللازمة 1-6-1] نجد أن 80 < 87 » هذا یثبت ادعاءنا. 
الحالة 2: الرأس داخل المثلث الآخر. 


افترض أن راس المثلث ۸ هه بقع داخل الجزء الداخلي من ۸6 ھ. مد ۸6 لانشاء ۸۴ و ۸5 لانشاء ۸۴ . آنشی 
0 لأن ۸۲ = ۸ حسب الفرضية. فان المثلث ۸0۲ هه متساوي الساقین؛ حسب [5-1] 2۳۲ = 801 2 
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. 
ن 


الشکل 9-4-1: [7-1]» الحالة 2 


بما أن 286۳ + LED = ECB‏ » نستنتج من ذلك أن 280 < 286 [1-3-1 موضوعة 12]. لأن 
L ECD = 60‏ » فان أيضا 2۳800 < 2۳00 . بما أن 2۳06 + 2۳8۳۳ = ۰20 نجد أن 
0 > 2۲۲6 . 


فيما بخص ))(81 له. بما أن 0 < 281006 » حسب [اللازمة 1-6-1]› نجد أن BC‏ ٭ (81ء هذا يثبت ادعاءنا ونکمل 
الاثبات. 


اللازمة 1-7-1. یکون أي مثلئین مختلفین» إذا لم یتساو طول أحد أضلاع آحدهما مع طول أي ضلع في الثاني. 
تمارين 
1- اثبت [اللازمة. 1-7-1]. 
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ال ۰ ي 8-1- مبرهنة "ضلع-ضلع-ضلع" لتطابق | ثلثات. 
لأي مثلثین» إذا كانت کل الأضلاع المتناظرة متساودة فان المثلئین متطابقین. 


الاثبات: افترض أن 4130 هه و DEF‏ هه مثلثين فیهما DE‏ = ۸8و0۳ = BC = EF AC‏ )حي BC‏ و EF‏ هما 
قاعدتا المثلئین). ندعي آن: ۲:۲ هات ABC‏ له . 


الشکل 10-4-1: [8-1] 


افترض وضع 880 هه على D٤۴‏ 4 بشرط أن تتطابق النقطة 8 مع النقطة ۴ وبتطابق 20 مع EF‏ . لأن «BC = EF‏ 
فان النقطة ) تتطابق مع النقطة ۴. إذا كان الرأس ۸ يقع على نفس الجانب من 1:۳ الذي تقع عليه الرأس 0ء فيجب أن 
تتطابق النقطة 4 مع النقطة (1. 


إذا لم يكن هذا صحيحًاء فيجب أن يكون ل ۸ موقع مختلف: سنسمي هذه النقطة 6. فرضيتنا تنص على أن ۸ = 86 و 
( = 48. حسب [1-3-1 موضوعة 8]» فان 11 = 806. وبالمثل» ۳ = ۴6. ومع ذلك» حسب [7-1]» 
0D‏ عو ۰۳6 وهذا تناقض. 


ومن ثم يجب أن تتطابق النقطة ۸ مع النقطة » وبالتالي فإن الزوايا الثلاث للمثلث الأول تساويء على التوالي» زوايا 
المثلث الثاني (على وجه التحديدء 20۴8۳ = 2۸86 و 2۳0۳ = 28۸6 و 2۳۳۲ = 2۲6۸ ). لذلك, 
.A ABC < A DEF‏ 


أسئلة الامتحان. 
1- ما فائدة [7-1] في هذه القضية؟ (الجواب: كانت توطئة [8-1].) 


2- هل يمكن دمج [7-1] و [8-1] في قضیة؟ واذا کان ممکتاء کیف؟ 
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القضية 9-1 تنصیف زاوية مستقیمة. 
من الممکن» تنصيف زاوية. 


الاثبات أنشئ 28۸6 والنقطة 9 على 88 » والنقطة ۴٤‏ على ۰۸6 بشرط أن ۸۳ = ۸5 [3-1]. أنشئ 5٤‏ ؛ أنشى» 
آیضّاء المثلث المتساوي الأضلاع D۴۴‏ هه [1-1] بشرط أن تقع ۴ على الجانب الآخر من :171 » الذي لا تقع عليه 4. أنثئ 
۴ . ندعي أن ۸۳ ینصف 28/4860 . 





الشکل 11-4-1: [9-1] 


فیما یخص ۸۴( هر و ٤۸۴‏ ھ: کل مثلث يشارك الضلع ۸۴ و ۸۳ = ۸ حسب الانشاء و ٤۴‏ = ۴( حسب 
الانشاء. حسب [۰]8-1 15817 هد < ۱۸۲ هدء وهكذاء فان 2۳۸۲ = 2۸۲. لاحظ أن 


ZBAC = 2۱۱۸۳ + ۲ 
= (۳ 


1 
2۰ ZBAC = ۳ 


آو A۴‏ ينصف 28۸٤‏ » وهذا یکمل البرهان. 


اللازمة 1-9-1. إذا مُد ۸۴ لانشاء الخط 4۴ »› فان ۸۴ محور التماثل ۸۲ هد و D٤۴‏ هه والشکل ۰80۸٤٤‏ والقطعة 
.DE‏ 


اللازمة 2-9-1. في [9-1]» یمکن إنشاء 88 و ۸6 كخطوط أو أشعة أو قطع بطول مناسب بحيث تكون النقطة ۸ الرأس» 
مع إجراء ما يلزم من تعديل. 

أسئلة الامتحان. 

1- لماذا يبني إقليدس مثلث متساوي الأضلاع على الضلع المقابل (۸؟ 

2- إذا أنشئ المثلث المتساوي الأضلاع على الجانب الآخر من 5۴ء في أي حالة سيفشل الانشاء؟ 
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تمارین 

1- آثبت [9-1] دون استخدام [8-1]. (تلمیح: استخدم [5-1» #2].) 

2- اثبت أن 5٤‏ 1 4۴. (تلمیح: استخدم [۰5-1 #2].) [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

3- آثبت أن أي نقطة على *81 ۰ تکون متساوية البعد عن النقطتین 0 و .٤‏ [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
4- اثبت [اللازمة. 1-9-1]. 


5- اثبت [اللازمة. 2-9-1]. 
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القضية 10-1. تنصیف قطعة. 
من الممکن تنصیف أي قطعة (أي أنه من الممکن تحدید نقطة منتصف لأي قطعة). 


الوثبات آنثی 48؛ ندعي أنه يمكن تنصیف ۸8. 


الشکل 12-4-1: [10-1] 


آنشی المثلث المتساوي الأضلاع 486 4 الذي قاعدته 88 [1-1]. نَضّف 2۸05 عن طریق إنشاء 61 [9-1] التي 
تتقاطع مع ۸8 عند 0. من الواضح أن 18 © ۸۲ = 88. ندي أن 58 ۰ 2 = (۸ ۰ 2 = ۸8 (آي أن A8‏ 
مُنصف عند (1). 


فیما بخص ۸٤٥‏ ھ و2٤8‏ هه :30 = ۸0 (لأن کل منهما ضلع في المثلث المتساوي الاأضلاع ۸0 هم)؛ کل مثلث 
يشارك €5 ؛ 2800 = 2۸6۲ حسب الانشاء. حسب [۰]4-1 13010 4= 861 4 » لذلك 28 = (4. بالتالي» 


AB = AD + DB = 2 ۰ AD = 2 ۰ DB 
وهذا يثبت ادعاءنا.‎ 
تمارین‎ 
نصف قطعة بانشاء دائرتین. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.]‎ -1 


2- مد K5‏ لانشاء 21 . اثبت أن کل النقاط متساوية البعد عن النقطتین ۸ و 8 تقع على 01 . [انظر الفصل الأخير 
للحصول على حل.] 
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القضية 11-1. أنشئ قطعة عمودية |. 
من الممکن إنشاء قطعة عمودية على أي خط من أي نقطة علیه. 


الاثبات أنشئ ۸13 الذي يحتوي على النقطة 6. على 6۸ » اختر أي نقطة ؛ على 08 » اختر 5[ بشرط أن 6 = C٤‏ [1- 
3 آنشی المثلث متساوي الأضلاع 21715 هه على 5٤‏ [1-1] وأنشئ 0۳ . ندعي أن 0۳ 1 A8‏ . 


5 





شکل 13-4-1: [11-1] 


فیما یخص0۳ هه و 50۳ هر: كل مثلث يشارك الضلع 0۳ و C٤‏ = 01 حسب الانشاء و E۴۴‏ = 98 لأن 
DFE‏ 4 متساوي الأضلاع. حسب [8-1] ECF‏ هات 60۲ هر » ولذلك 2۳0۳ = 2۳6۳. بما أن هاتین الزاویتبن 
متجاورتان» فإن [تعریف. 13-1] ينص على أن كل زاوية منهما هي زاوية قائمةء وهذا یثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-11-1. [11-1] تظل صحيحة إذا كانت ۸13 قطعةً أو شعاغا و / أو عندما تکون 6177 خطا مستقيمًا أو شعاعاء مع 
ما پلزم من التبدیل والتعدیل. 

تمارین 

1- اثبت أن قطري المعین ینصفان بعضهما البعض عمودا. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

2 اثبت [11-1] دون استخدام [8-1]. 

3- جد نقطة على أي خط تکون متساوية البعد عن أي نقطتین. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


4- جد نقطة على أي خط بشرط إذا وصلت بنقطتین على جاني الخطء فان الخط ینصف الزاوبة المتكونة بالقطعتین 
الواصلتین بين النقطة والنقطتین. (تلمیح: مشابه لاثبات 3#) 


5- جد نقطة متساوية البعد عن أي ثلاث نقاط. (تلمیح: آنت تبحث عن المرکز المحيطي للمنلث.) 


6- اثبت [اللازمة. 1-11-1]. 
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القضية 12-1 إنشاء قطعة عمودیة ا۱. 
یمکن إنشاء قطعة عمودية على أي خط من نقطة ليست على الخط. 


الإثبات آنشی ۸8 و 6 بشرط ألا تکون 6 على 48 . نرغب في انشاء 077 بشرط أن تقع 1۷ على 88 و CF 1 A8‏ 





الشکل 14-4-1: [12-1] 


خذ أي نقطة 0 من على جانب 48 المقابل للجانب الذي تقع عليه نقطة ). آنشی 60 التي نصف قطرها €5 [مسلمة 1- 
3] حيث تتقاطع ) © مع A۸8‏ عندا لنقطتين ۳ و 6. نصف )7 عند 11 [10-1] وأنشئ 0611 [قضية 1-1]. ندي أن: 

.CH 1 AB 

أنشئ C۴6‏ ھ. فيما یخص ۳116 هه و6110 ه: G۸‏ = ۴۳ حسب الإنشاءء المثلثان يتشاركان الضلع 110 » 

C۴ = 6‏ لأن کل منهما نصف قطر ل )© [تعردف 32-1]. حسب [8-1]› 6110 4= FHC‏ 4 ولذلك 

..CH۴ = 6‏ بما أن هاتين الزاويتين متجاورتان» حسب [تعریف. 13-1] فان كل منهما زاوبة قائمة» هذا يثبت 
ادعاءنا. 

اللازمة 1-12-1. [12-1] صحيحة إذا استبدل ب 014 و / أو ۸8 آشعة مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 

تمارين 
1- برهن على أن الدائرة © © لا يمكنها أن تتقاطع مع ۸ عند أكثر من نقطتين. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
2- اثبت [اللازمة. 1-12-1] 
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القضية 13-1. الزوایا عند تقاطعات الخطوط المستقيمة. 


إذا تقاطع خط مع آخرء فان الخطين اما أن یکونا متعامدین أو یکون مجموع آی زاودتين متجاورتین عند تقا 
۷ مع اخر 9 ين ! ل ين او يحون مجموع اي راودتين وردين 
يساوي زاودتين قائمتین. 


الإثبات إذا تقاطع الخط 88 مع الخط K5‏ عند 8» فاننا ندعي أن كل من ۸6 و ۸۲ يساوي زاوية قائمة أو 
۵ + 2۸۳0 يساوي زاويتين قائمتين. 


۸ E ۸ 
۳0 ظ‎ 0 8 ۱ ۱0 


الشکل 15-4-1: [13-1] الحالة الأولى على الیسار, الحالة الثانية على اليمين 
إذاكان 62 ل 8ق كما في الشکل 15-4-1 فإن کل من 2۸86 و 2۸8 تساوي زاوية قائمة. 
بخلاف ذلك. کل من 2۸586 و 2۸1۲ ليست زاوية قائمة كما في الشکل 15-4-1. آنشی 06 1 3۲ 


[11-1]. لاحظ أن 2۳۸ + 205۳۲ = 2۸86 [تعریف 11-1]. باضافة 2۸3 لكل جانب من هذه المعادلة» نحصل 
علی 
ZABC + 2۸5۲ = 205۳۲ + ۳۳8۸ + zABD‏ 


وبالمثل» نجد أن 
zCBE + ۵‏ = قم + 2۳۳۶۸ + 265۲ 
حسب [1-3-1 موضوعة 8]» نجد آن 
ZABC + ZABD = 268۲ + ۵‏ 


بما أنّ 20۳ و 2۳8۲ زاوتان قائمتان» فان مجم وع 2۸8۲ + 2۸6 يساوي مجموع زاوبتین قائمتین» هذا یثبت 
ادعاءنا. 


إثبات بدیل: 

الاثبات. آشر إلى 212۳۸ ب 9 . لاحظ آن: 
و + زاوية قائمة = 205۸ 
0 - زاوية قائمة = ۸5۲ 


زاوية قائمة = 2۸58۲ + 205۸ 
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اللازمة 1-13-1. القضية آعلاه تظل صحيحة إذا استبدل بالخطوط المستقيمة قطع و / أو أشعة» مع ما يلزم من التبدیل 
والتعدیل. 


اللازمة 2-13-1. مجموع أي زاوبتین مکملتین لبعضهما البعض يساوي زاویتین قائمتین. 
اللازمة 3-13-1. لا یمکن أن يتقاطع خطان مستقیمان مختلفان في قطعة. 
اللازمة 4-13-1. مُنصف أي زاودة ینصف زاودتها المنعکسة. 

اللازمة 5-13-1. مُنصفا أي زاودتين مکملتین لبعضهما البعضء متعامدان. 
اللازمة 6-13-1- الزاوية ZEBA = < (CBA - £A8D)‏ 

تمارین 

1- اثبت [اللازمة. 1-13-1]. 

2- اثبت [اللازمة. 2-13-1]. 

3 اثبت [اللازمة. 3-13-1]. 

4- اثبت [اللازمة. 4-13-1]. 

5- اثبت [اللازمة. 5-13-1]. 


6- اثبت [اللازمة. 6-13-1]. 
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القضية 14-1 آشعة إلى خطوط مستقيمة. 

إذاكان هناك شعاعان مبنیان عند نهاية شعاع آخر وعلی جانبین مختلفین منه بحيث یکون مجموع الزاویتین 
المتجاورتین يساوي زاودتين قائمتین» فان هذین الشعاعین يشكلان خظا. 

الوثبات: آنشی 88 . على جاني 13۸ آنشی 80 و 85 بحیث یکون مجموع الزاویتین المتجاورتین» 2۸5 + 263۸ 
يساوي زاويتين قائمتین. ندعي آن: 0 = 85 © 80 





الشكل 16-4-1: [14-1] 


افترض بدلا من ذلك أن :018 = BÊ‏ © 86 و 0 < 2882 . بما أن 618 خط و88 واقف علیه» فان المجموع 
CBA + 2481‏ يساوي زاودتين قائمتين [13-1]. أيضّاء حسب الفرضية» المجموع 881 + CBA‏ يساوي زاويتين 
قائمتين. لذلك» 


2065۸ + 2۸8۲ = 2058۸ + ۲0 
ZABE = zABD 
ZABE = zABE + zEBD 
0 = 0 

لأن 0 = EBD‏ و0 < 2880 هذا تناقض. ومن ثم» 65 = 85 © 80 » هذا یثبت ادعاءنا. 
اللازمة 1-14-1. ما سبق ينطبق على القطعء مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 
تمارین 
1- اثبت [اللازمة. 1-14-1]. 
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القضية 15-1- کل زاویتین متقابلتین متساویتین 
إذا تقاطع خطان عند نقطة» فان كل زاودتین متقابلتین متساودتان. 


الاثبات افترض أن ۸ و 61 یتقاطعان عند 15. ندعي أن 2۳۳۴۴ = ۸۴6 و2۴۸ = .LBEC‏ 





الشكل 17-4-1: [15-1] 


لأن 88 يتقاطع مع 67 عند ۴ » فإن المجموع 2۸6 + 2۳۳۸ يساوي زاويتين قائمتين [13-1]. وبالمنل لأن €5 
يتقاطع مح AB‏ عند 18 فان المجموع 2۳:6 + 2۸۳6 يساوي اسا زاويتين قائمتين. وبالتالي» 


ZAEC + ZDEA = 2۸۲۶0 + 60‏ 
ZDEA = 50‏ 
وبالمثل یمکننا أن نظهر أن 72158 = 2۸۳6 هذا یثبت ادعاءنا. 
إثبات بدیل: 
لأن الزاویتین المتقابلتین لهما نفس الزاوبة المكملة» فانهما متساویتان. 


اللازمة 1-15-1. [15-1] تظل صحيحة إذا استبدل بأحد الخطین المستقیمین أو کلاهما قطعة أو شعاع مع ما يلزم من 
التبدیل والتعدیل. 


أسئلة الامتحان ل [13-1] - [15-1]. 

1- ما المسألة المطلوبة في اثبات اقلیدس 1 [13-1]؟ 

2 ما المبرهنة المطلویة؟ (الاجابة: لا مبرهنة, فقط موضوعات.) 
3- إذا تقاطع خطان, فکم عدد آزواج الزوایا المکملة لبعضها البعض. 
4- ما العلاقة بين [13-1] و [14-1]؟ 

5- ما الخطوط الثلائة المتقاطعة في [14-1]؟ 

6- اذکر مقلوب القضية [15-1] واثبته. 


7- ما موضوع [13-1]» [14-1]» [15-1]؟ (الإجابة: الزوايا عند نقطة.) 
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تماربن 


1- اثبت [اللازمة. 1-15-1]. 
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القضية 16-1. الزاودة الخارجية للمثلث آکبر من أي من الزوایا الداخلية عدا المجاورة لها. 
إذا مد أي ضلع من آضلاع مثلثء فان الزاودة الخارجية الناتجة تکون آکبر من أي من الزوایا الداخلية عدا المجاورة لها. 


الوثبات أنشئ ۸۳6 ه» مد الضلح 80 لانشاء 85. ندعي أن الزاوبة الخارجية 2۸6۲ آکبر من أي من الزوایا الداخلية عدا 
المجاورة لها؛ 2۸۳۲ و LBAC‏ . 





الشکل 18-4-1: [16-1] 


نصف 80 عند ٤‏ [10-1] وآنشی :81 [مسلمة 1-1]. مد B٤‏ لانشاء B۴‏ بحیث ان ۳۳ = BE‏ [3-1]. آیضاء آنشی '01. 


فیما ڀخ ص۴ €٤‏ هه و CE = EA :A AEB‏ حسب الانشاء و BE = EF‏ حسب الانشاء و 2۸۳۴8 = 20۳8۴ [1- 
5 حسب [۰]4-1 A AEB‏ = 0۳۲ هی ولذلك فان 2۳۸5 = 2۳6۳. بما أن 
zACD = 2۳56۳ + 0۵‏ و 28۸6 = ZEAB‏ « 


zFCD = 28۸ + ۵‏ + 2۳۸۲ = 2۸00 
نستنتج من ذلك أن 2886 < ۸ . 
وبالمثل» إذا تُصفت 86 » فیمکن إثبات أن 2۸6 < 2۸6۲ وهذا یکمل الاثبات. 


اللازمة 1-16-1. مجموع الزوایا الداخلية الثلاث للمثلث 80177 هه يساوي مجموع الزوایا الداخلية الثلاث للمثلث 
.A ABC‏ 


اللازمة 2-16-1. .A BCF = ۵ ABC‏ 
اللازمة 3-16-1. إذا مُد الضلعان 84 و K۴‏ لانشاء خطین» فلن يلتقيا على أي بعد محدود. 


السبب: إذا التقيا عند أي نقطة لاء فحينئذٍ سيكون للمثلث ٥4×‏ هه زاوبة خارجية 23۸6 تساوي الزاودة الداخلية 
.ZACX‏ 


التمارين. 
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1- اثبت [اللازمة. 1-16-1]. 
2- اثبت [اللازمة. 2-16-1]. 


3- اثبت [اللازمة. 3-16-1] باستخدام الاثبات بالتناقض. 
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القضية 17-1- مجموع زاودتین داخلیتین في مثلث. 
مجموع أي زاوبتین داخلیتین في مثلث آقل من زاوبتین قائمتین. 
الإثبات ندعي أن مجموع أي زاوبتین داخلیتین في ۸8٤‏ هه أقل من زاويتين قائمتین. 


E‏ م 





شکل 19-4-1: [17-1] 
فيما یخص 2۸86 و 2۴۸6 مد الضلع 86 لانشاء 85. حسب [16-1]» 2۸86 < ظ2۸6. آضف 2۸65 لكل 
منهما. 
ZACD + 2۸6۲ > 2۸86 + 8‏ 
حسب [۰]13-1 2۸68 + 2۸6 يساوي زاویتین قائمتین؛ وبالتالی» 2۸65 + 2۸6 أقل من زاوبتین قائمتین. 


وبالمثل یمکننا أن نبين أن المجموعین 28۸6 + 2۸36 و 28۸6 + 2۸63 کل منهما قل من زاويتين قائمتين» مع ما 
يلزم من التبدیل والتعدیل. نفس الحجّة تنطبق على 1:16 هم هذا یثبت ادعاءنا. 

اللازمة 1-17-1. أي مثلث فيه زاودتان حادتان» على الأقل. 

اللازمة 2-17-1. لأي زاویتین غير متساویتین في مثلث» تکون الزاوية الأصغر حادة. 

تمارین 


1- اثبت [17-1] دون مد أي ضلع. (حاول الحل بعد الانتهاء من الفصل الأول. تلمیح: استخدم مبرهنات الخطوط 
المتوازية.) 


2- اثبت [اللازمة. 1-17-1] 


3- اثبت [اللازمة. 2-17-1]. 
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القضية 18-1. الزوایا والأضلاع في مثلث |. 

إذاكان آحد أضلاع مثلث آکبر من آخرء فان قياس الزاوية المقابلة للضلع الأكبر یکون آکبر من قياس الزاوية المقابلة 
للضلع الأصغر. 

الاثبات آنشی ۸۲6 هه الذي له الضلعان 48 و ۸6 حيث ۸8 < ۸6 . ندعي أن قياس الزاودة المقابلة ل 86 آکبر من 
الزاوية المقابلة ‘AB J‏ أي 2۸۵5 > 2۸56 


D 
© 


© 6 
/ 


شكل 20-4-1: [18-1] 


على )۰۸ حدد ‏ بشرط أن ۸8 = 41 [3-1]» وأنشئ 85؛ لاحظ أن ۸۲1 هه متساوي الساقين. حسب [6-1]» 
.LADB = 0‏ لأن 2808 > LADB‏ حسب [۰]16-1 280 >< ABD‏ . لأن 
0 + 2۸5۲ = 2880 » فان ACB‏ < 2۸۳6 هذا يثبت ادعاءنا. 


تمارين 


1- أثبت أنه إذا كان الضلعان الأكبر والأصغر في شكل رباعي متقابلين» فان الزاويتين على أصغر تكون أكبر من الزاويتين 
المقابلتين لهما. 


2- في أي مثلثء آثبت أن العمود من الرأس المقابل للضلع الأكبر يقع داخل المثلث. 
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القضية 19-1- الزوایا والأضلاع في مثلث ‏ 1. 


في أي مثلث» إذاكانت إحدى الزوایا آکبر في القیاس من آخری» فان الضلع المقابل للزاوية الأكبر یکون آطول من الضلع 
المقابل للزاوية الأصغر. 


الوثبات أنشئ 48860 ههء حيث 28078 < 24880. ندعي أن A۸8‏ < 406. 


شكل 21-4-1: [19-1] 
إذا ۸5 << «AC‏ فإما AC = AB‏ أو ۸5 > 406. 


1-إذاكان 88 = ۸0 فان 808 ه» متساوي الساقين و 2۸6 = 2۸ [اللازمة 1-6-1]. هذا يناقض الفرضية 
۴ > 2۸۳۴۲ ولذلك AB‏ ع .AC‏ 


2 إذاكان AB‏ > ۸6 فإن 886 > 2۸ [18-1]. هذا يناقض الفرضية 2860678 < 2۸۸۲6 ولذلك فان 
.AC > AB‏ 


لذلك» يجب أن ۸8 < ۸€. 


اللازمة 1-19-1. في أي مثلث» تقف الأضلاع الأطول مقابل الزوايا الداخلية الأكبر وتقف الزوايا الداخلية الأصغر مقابل 
الأضلاع الأصغر. 


تمارين 
1- اثبت هذه القضية باستخدام الإثبات المباشر. 


2 اثبت أن أي قطعة من رأس مثلث متساوي الساقین إلى أي نقطة على القاعدة أقل من الساق إذا كان التقاطع داخل 
المثلثء ولکنها آکبر- من الساق- إذا كانت نقطة التقاطع مع القاعدة الممتدة تقع خارج المثلث. 


3- اثبت أنه لا يمكن إنشاء ثلاث قطع متساوبة ومختلفة من نفس النقطة إلى نفس الخط. [انظر الفصل الأخير للحصول 
على حل.] 


4 فیما یخص [۰]16-1 الشکل 18-4-1: إذا کان 88 هو أطول ضلع في ۸ هدء فان B۴‏ هو آطول ضلع في ۴8٤‏ 4 و 
.LBFC > > 60‏ 
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5- في ABC‏ هر إذا ۸6 > 48ء فان ۸6 المنشأة من ۸ إلى أي نقطة 6 على الضلع 80 » أصغر من ۸€ . [انظر الفصل 
الأخير للحصول على حل.] 


6- اثبت [اللازمة. 1-19-1]. 
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القضية 20-1. مجموع آطوال أي زوج من أضلاع أي مثلث. 


في أي مثلث» یکون مجموع أطوال أي زوج من الأضلاع آکبر من طول الضلع المتبقي. 
الوثبات أنشئ 8860 هر ندعي أن 80 < ۸6 + 48. 


۶ 
4 
| سم 
ره 

/ 4 م 
/ 7 
1 
٣ /‏ 
/ 1 
1 
/ 1 
1 
/ 1 
1 

0 ۷ 

الشکل 22-4-1: [20-3] 
مد 88 لانشاء 87 بحیث إن ۸6 = ۸ [۰]3-1 وأنشئ (01). 
فیما پخص (۸0۲ 4: حسب الانشاء ۸6 = ۸ ولذلك» 2۸۳ = 2۸۲ [5-1].لأن 
۵ + 28۸ = ۶80۲ 28۳0۵ = عطق = (zACD‏ > 28۷۵ .حسب [80۰]19-1 > BD‏ 
لاحظ أن 
AD - 6‏ 
BA + AD = BA + AC‏ 
BD = BA + AC‏ 
ولذلك BC‏ > ۸0 + ۰8۸ هذا یثبت ادعاءنا. 
[ثبات بدیل: 
الوثبات أنشئ ۸30 ھ» ندعي أن 86 < 80 + ۸8. نصف 28۸6 عن طریق إنشاء A۴‏ [9-1]. ولذلك» 
BEA < ۲0‏ . ویترتب على ذلك أن B۴‏ < 8۸ [19-1]. وبالمثل» ۳ < ۸6. نستنتج من ذلك أن 
BE + EC = BC‏ < نم + .BA‏ 
هذا یثبت ادعاءنا. 
تمارين 


1- افترض أن 2 و ط وء هي أطوال أضلاع أي مثلث. -أثبت أن: 


| - b| > c < (a+ b) 
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2 أي طول أي ضلع من أي مضلع أصغر من مجموع الأضلاع الأخرى. 
3- محيط أي مثلث أكبر من محيط أي مثلث مُدرج به ۱056۲1060 و أصغر من أي مثلث محيط له 61۳6۱۲56۲[06۵0 . 
(انظر آیضا [تعريف 1-4].) 


4- محيط أي مضلع أكبر من محيط أي مضلع مُدرج به (وأقل من محيط المضلع المحيط له) وله نفس عدد الأضلاع. 
5- محيط الشكل الرباعي أكبر من مجموع قطريه. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
6- مجموع أطوال المتوسطات الثلاثة للمثلث أقل من 3 المحيط: [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
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القضية 21-1. مثلثات داخل مثلثات. 

في أي مثلث» إذا آنشئت قطعتین من نهايتي قاعدته إلى أي نقطة داخل المثلث» فعندئلٍ: 

(1) مجموع طولي هاتین القطعتین آقل من مجموع الساقین. 

(2) تحص هاتان القطعتان زاوبة آکبر من ساق المثلث. 

الاثبات آنثی ۸6 هه الذي قاعدته ۰8€ وأنشئ 7 داخل ۸۳6 ھ. أخيرًاء أنشئ 85 » (61. ندعي آن: 


BA + ۸ < BD + DC -1 
ZBDC > 2۳۲۸6 2 


الشکل 23-4-1: [21-3] 

.BA + AC < BD + DC :1 الادعاء‎ 

مد ([8 لانشاء B۴٤‏ بحیث ٤‏ تقع على ۸€ . في 8815 هدء نجد أن BA + AE < B۴٤‏ [20-1]. نستنتج أن 
BA + AC = BA + AE + 80 < BE + EC‏ 

وبالمثلء في 11:0 ههء نجد أن 6 < 0٤ + ۴٤‏ نستنتج من ذلك أن 
BE + EC = BD + DE + EC > BD + DC‏ 

من هاتین المتباینتین» نحصل على )72 + 8۳ < ۸ + 84 » هذا يثبت الادعاء 1. 

.LBDC > 2886 :2 الادعاء‎ 


حسب [16-1]ء 28۳0 < ..8D€‏ وعلی نحو ممائل» 28۸۶ < .B E)‏ نستنتج أن 
)BAE = BAC)‏ < 810 س» هذا یثبت الادعاء 2 ودكمل الاثبات. 


إثبات بديل للادعاء 2 لا يحتاج إلى مد الضلعین 85 و 5€ : 
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90 
6 


F 
الشكل 24-4-1: [21-3 » إثبات بديل]‎ 


الإثبات أنشئ 8860 هه و 820 ھ على النحو الوارد أعلاه. آیضاء أنشئ (۸۲ ومده لیتقاطع مع 80 عند ۴. فيما یخص 
CDA» A BDA‏ ۵. حسب [16-1]ء 2۳۸۲ > ZBDF‏ و2۳۸ > )112 : فان 


(ZBDF + zFDC) > (zZBAF + zFAC) = (ZBAC)‏ = (۲۵ظ2۲) 
هذا يكمل الإثبات. 
تمارين 
1- مجموع أطوال الأضلاع المنشأة من أي نقطة داخل المثلث إلى رؤوسه أقل من محيط المثلث. 


۳ 


الشکل 25-4-1: [21-1» # 2] 


2- إذا كان الخط المضلع المحدب ۸8٤2‏ یقع داخل الخط المضلع المحدب ۸/3 وينتهي عند نهايي الأول» آثبت أن 
طول ۸8٤٥‏ آقل من طول .۸MND‏ 
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القضية ۰22-1 إنشاء مثلثات من قطع. 


من الممکن انشاء مثلث تساوي آضلاعه» على التوالي» آطوال آي ثلاث قطع» بشرط أن مجموع طولي آي زوج من القطع 
أكبر من طول القطعة المتبقية. 


الاثبات افترض أن 812 و 25 و 01 هم أي قطع ينطبق علیها شرط الفرضية. 





الشکل 26-4-1: [22-1] 


آنشی 5٤‏ بحيث يحتوي على القطع ۸ = 27 و85 = ۳6و01 = 611 [3-1]. آنشی الدائرة 0۴ التي مرکزها ۴ 
ونصف قطرها 5۴ [الجزء 2-1 مسلمة 3]. أنشئ الدائرة 6 8 التي مرکزها 6 ونصف قطرها آ]2). تتقاطع 60 مع 7 © في 
. أنشئ 16۳ ت166. ندعي أن 16110 هه هو المثلث المطلوب. 

5 = 6 و 01 = . لذلك» فان الأضلاع الثلائة للمثلث :)16۳ لهه تساوي» على التوالي» القطع الثلاثة 81 و 85 و 


هذا یثبت ادعاءنا. 


تمارين 


1- اثبت أنه عند تحقق الشروط المذكورة أعلاه يجب أن تتقاطع الدائرتان. 


2- إذاكان مجموع أي قطعتين يساوي طول القطعة الثالثة» فأثبت أن القطع لن تتقاطع. 
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القضية 23-1. انشاء زوایا متساونة. 


الاثبات لأي زاوية ۴۴( ونقطة ۸. ندعي أنه من الممکن انشاء زاودة تساوي 212۳ عند ۸. 





الشکل 27-4-1: [23-1] 


»]8-1[ حسب‎ .]22-1[ 08 = FD AC = ۳۳ و‎ AB = ۳0 أنشئ ۳ وأنشئ المثلث 3۸0 هه حیث‎ 
. ZBAC = 2۱۳۳۲ لذلك‎ « A BAC = A DEF 

تمارین 
1- أنشئ المثلثء إذا علمت ضلعین فيه وزاوية بینهما. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
2 أنشئ المثلث. إذا علمت زاويتين فيه والضلح بینهما. 

3- أنشئ المثلثء إذا علمت ضلعین فيه والزاوية المقابلة لأحدهما. 


4- أنشئ المثلث» إذا علمت قاعدته واحدی زاوبتي القاعدة والمجموع أو الفرق بين أطوال الأضلاع. 
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القضية 24-1 الزوایا والأضلاع في مثلث .١١١‏ 

لأي مثلثين» إذا ساوی ضلعین في مثلث ضلعین في الآخرء على التوالي» وکانت الزاویتان المحصورتان بين کل ضلعين غير 
متساودتين. فإن الضلع الثالث للمثلث ذي الزاوية الداخلية الأكبر أطول من الضلع الثالث للمثلث ذي الزاوية الداخلية 
الأصغر. 

الإثبات أنشئ ثلثين ABC‏ له و DEF‏ هه حيث AB = DE‏ و۲۳ = AC‏ و .LBA€ < EDF‏ ندي أن 

.BC > EF 





شکل 28-4-1: [24-1] 


آنثی النقطة 6 على 80 بحیث 2۳۳ = 2۴۸ افترض أن ۸6 > ۸8؛ حسب [19-1 # 5]؛ نجد أن 460 > ۸6. 
مد ۸ لانشاء A8‏ حيث AH = DF = AC‏ [3-1]. 


gAH = ۲۳۸۳۴ = DE حسب الإنشاء‎ ۵ EDF و‎ A BAH فيا لمثلثین»‎ .CH و‎ BH أنشئ‎ 
.BH = EF لذلكء‎ «4 BAH = A EDF »]4-1[ حسب‎ .2 8811 = ۳ 


لإحظ أن 8011 > «LACH‏ لأن 28۸ + 28011 = 2۸۲۲. لأن ۸6 = ۸۲۲ حسب الإنشاءء 8011 ۾ متساوي 
الساقين؛ وبالتالي» 2۸1۷6 = 2۸0۲۲ [5-1]. نستنتج من ذلك أن 20۷ < 2۸۲16. وبما آن, 
0 + 28۲۸ = 280 فان 2۲0۷ > 8110 2. 


حسب [۰]19-1 BH‏ > 80. لأن BH = EF‏ حسب ما سبقء فان ۳۳ < 80 » هذا یثبت ادعاءنا. 
بدلاً من هذا الإثبات» یمکن إثبات الجزء الختاي لهذه القضية دون إنشاء C۴‏ . 
الوثبات. افترض الفرضیات وآنشی المثلثين كما في الإثبات السابق» ندعي أن هذا الاثبات لا يتطلب إنشاء 611. 
لاحظ أن 
BG + GH > BH [1 - 20]‏ 
و 


AG + GC > AC [1 - 20[ 
لذلك‎ 
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(BG + GH) + (AG + GC) > BH + AC 
(BG + GC) + (AG + GH) > BH + AC 
BC + AH > BH + AC 


لأن ۸0 = AH‏ و۳۳ = BH‏ حسب الانشاء فان 
BC + AC > EF + AC‏ 
BC > EF‏ 


هذا یثبت ادعاءنا. 


إثبات بديل: 

الإثبات في ©4886 هب نضف الزاوية 26۸۷ عن طريق إنشاء ۸0 . في 6۸0 هه و ۲۱۸0 هه الضلعان 68 و 20 في مثلث 
پساویان» على التوالي» الضلعان 811 و ۸0 في الآخرء والزاويتان المحصورتان متساويتان. حسب [۰]4-1 011 = 00. 
ويترتب على ذلك أن 860 = OH = BO + 0C‏ + 80. لكن BO + OH > BH‏ ]20-1[« ولذلك .BC > BH‏ 
لأن BH = EF‏ ء EF‏ < 80 هذا يثبت ادعاءنا. 


ملاحظة. سيلاحظ القارئ الآن أن عدد المراجع الصريحة للتعریفات والموضوعات والنظريات قد تضاءل. هذا آمر طبيي في 
الكتابة الرياضية. مع أنّها دون المستوى الأمثل للقارئ. مثل هذه الممارسة أمر طبيي؛ لأن غير ذلك من شأنه أن يضع عبت 
مستحیلا على الكاتب. سيتمنى أحد القراء لو أشرت إلى خصائص التباين للجمع والطرح في الإثبات السابق. قد يتعرض 
شخص آخر للإهانة إذا أوقفت الاثبات للاستشهاد بشیء واضح للغاية. ومع ذلك» سيسأل قاری آخر لماذا افثرضت 
خصائص التباين للجمع والطرح بدلاً من إثباتها. لا يوجد كاتب يستطيع أن يلبي المطالب المتناقضة. أفضل طريقة بالنسبة 
للمؤلف هو أن يتجاهل كل ما يراه واضخا وأن يترك التحري للقاری. 

تمارين 


1- اثبت هذه القضية عن طريق إنشاء الزاوية 4818311 على يسار ۸8. 


2- اثبت أن 1175 > 804 2. 
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القضية 25-1- الزوایا والأضلاع في المثلث 1۷. 


إذا ساوی ضلعان في مثلث» على التوالي» ضلعان في آخر» وکان الضلع الثالث في آحدهما لا يساوي الضلع الثالث في 
الآخرء فإن المثلث ذا الضلع الثالث الأكبر» سیکون له زاودة داخلية آکبر من المثلث الآخر. 


.BC > EF AC = DF AB = DE هه بحیث ان‎ DEF الاثبات أنشئ ۸۳6 هه و‎ 


ندعي آن: 2۲۳۳ > .ZBAC‏ 


شکل 29-4-1: [25-1] 


افترض بدلا من ذلك أن 2۳۲۳ = 28۸6 لأن AB = DE‏ و DF‏ = ۸6 حسب الانشاء. حسب [4-1] 
ABC = A DEF‏ هء ولذلك EF‏ = 86. هذا یتناقض مع الفرضية EF‏ > 86؛ للك« 2۲۳ عد ۸۲ظ2. 


افترض أن .LBAC > LEDF‏ لأن 0۳ = AB‏ و DF‏ = )۸. حسب [24-1]» 8€ < 81. هذا یتناقض مع الفرضية 
‘BC > EF‏ ولذلك» .ZBAC < EDF‏ 


لأن LBAC ۶ EDF‏ و BAC > LEDF‏ » هذا یثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-25-1. أنثئ ۸۳ هه و A DEF‏ حيث AB = DE‏ و21 = .AC‏ حسب ]24-1[ و [۰]25-1 BC > EF‏ 
فقط إذاكانت .LBAC > LEDF‏ 


التمارين. 


1- وضح هذه القضية باستخدام الإثبات المباشر بانشاء قطعة على 80 طولها يساوي .٤۴‏ 
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القضية 26-1 تطابق المثلثات؛ ضلع وزاودتان داخلیتان متساویتان. 

إذا ساوی ضلع في مثلث ضلع في آخرء وساوت الزاوبتان الداخلیتان في آحدهماء على التوالي» الزاويتين الداخلیتین في 
الآخرء فان المثلثين متطابقان. 

عادة ما يُعبر عن هذه القضية في صورة مبرهنتین: 

1- التطابق "زاوية - ضلع - زاوية". إذا كان الضلعان اللذان يصلان بين الزاويتين المتساويتين في كل مثلث متساویین, فان 
المثلثين متطابقان. 

2- التطابق "زاوية - زاوية- ضلع". إذا كان الضلعان اللذان لا يصل بين الزاويتين المتساويتين في كل مثلث متساوبينء فان 
المثلثين متطابقان. 

سنثبت هذا القضية في الحالتين. 

الإثبات آننی :480 هه و DEF‏ ۾ حيث 2۳۲ = 2880 و 281:10 = 808 2. ندعي أنه إذاكان أحد أضلاع 
6 هه مساوتا في الطول لضلع مناظر في «A DEF‏ فان .ÃA ABC > A DEF‏ 


۸ D 





الشكل 30-4-1: [26-1]» حالة 1 
الحالة 1 زاوية - ضلع - زاوية 


افترض أن B٥) = E۴‏ . إذا کان D۴٤‏ عد ۸ افترض أن G٤‏ = 88 حيث 6 هي نقطة على 5۴٤‏ بشرط أن 6 + . 
أنشئ 6۴ء لاحظ أن 0 < 6۳0ع. (إذا 0 = 20۳0 فان 6 = 0 تناقض.) 


في GEF 9 A ABC‏ هه = قلق 87 = 80 و20۳۳ = .LABC‏ حسب [۰]4-1 ABC = A GEF‏ هء لذلك 
.LACB = ۳۲‏ بما أن 20۳۴ = 2808 حسب الفرضية› 2۳۳۴۳ = LGFE‏ و 
LGFD = LDFE‏ + LGFE؛‏ بالتالي 0 = 6۳0 و0 < 20۳۲ هذا تناقض. لذلك› :0 = .A8‏ 


.A ABC 2 A DEF «[4-1] حسب‎ «< ZABC = و20۳۴‎ BC = EF AB = DE لش‎ 
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حالة 2 زاوية - زاویة- ضلع 


.AB = D۴ افترض أن‎ 








G 


الشكل 31-4-1: [26-1]» حالة 2 


إذا EF‏ ع ۰86 افترض أن 86 = ۴ع حيث 6 هي نقطة على 80 بشرط أن 6 عد 0 . أنشئ 86. في ۸86 له و 
BG = EF AB = DE :A DEF‏ و2181 = 2486 . حسب [۰]4-1 ABG = A DEF‏ هر لذلك 

.LAGB = LDFE‏ لأن 2۳۳۳ = AB‏ حسب الفرضية» 2۸۴ = ۸68.. أي إن الزاودة الخارجية ل 4066 ه 
تساوي الزاوية الداخلية وغير المجاورة لهاء وتتعارض مع [16-1]. لذلك ۳۲۳۲ = )8. 

.A ABC = A DEF [4-1] و 2۳۳۴۲ = 2480 <« حسب‎ BC = EF AB = DE لأن‎ 

هذا يثبت كلا الادعائیین» ودكمل الاثبات. 

تمارين 
1- اثبت أن نهايتي قاعدة المثلث المتساوي الساقين متساويتا البعد عن أي نقطة على القطعة العمودية من الزاوية الرأسية 
على القاعدة. 


2- اثبت أنه إذا كان الخط الذي يُنصف الزاوية الرأسية لمثلث ينصف القاعدة أيضّاء فان المثلث متساوي الساقين. 
3- على أي خط مستقیم. جد نقطة بشرط أن يكون العمودان منها على أي خطينء متساودين. اذكر أيضّا عدد الحلول. 


4- أثبت أنه إذا كان لأي مثلثين قائمين وترين متساوبین» وكانت الزاوية الحادة لأحدهما تساوي الزاوية الحادة للآخرء فانهما 
متطابقان. 


5- اثبت أنه إذاكان لأي مثلثين قائمين وترين متساوبين وكان أحد أضلاع أحدهما يساوي ضلع في الآخرء فإنهما متطابقان. 
(ملاحظة: هذا يثبت الحالة الخاصة لتطابق (ضلع-ضلع-زاوية) للمثلثات القائمة.) 


6- منصفا الزاويتين الخارجيتين ومنصف الزاودة الداخلية الثالثة يتقاطعون. 
7- مرورًا بأي نقطة أنشئ خط مستقيم بشرط أن العمودين عليه من نقطتين على جانبين مختلفين منه» متساودان. 
8- عبر أي نقطة» أنشثئ خط مستقيم يتقاطع مع أي خطين ویشکل معهما مثلثّا متساوي الساقين. 
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5-1 الکتاب الأولء القضایا 48-27 
تعریفات إضافية بخصوص الخطوط المتوازیة: 
الخطوط المتوازية 


0- أي خطین مستقیمین» في نفس المستوی, ولا يلتقيان آبدّاء يقال إنهما متوازبان. واذا لم تلتق الأشعة أو القطع مهما 
مدت لإنشاء خطوط يُقال آیضا أنها متوازبة. 


1- متوازي الأضلاع هو شكل رباعي فيه كل ضلعين متقابلين متوازيين. 
2- القطر هو القطعة التي تصل بين أي زاويتين متقابلتين في أي شكل رباعي. انظر الشكل 1-5-1. 


8 °» |C 
Oo 0 


الشكل 1-5-1: [تعريف 41-1] و [تعريف 42-1]: 80 هي قطر المربع (4130:1. 
3- ارتفاع المثلث هو القطعة العمودية من قاعدة المثلث إلى الرأس المقابل لها. 


5- شبه المنحرف هو شکل رباعي فيه ضلعان فقط متقابلان ومتوازیان. 


6- عندما یتقاطع خط مستقیم مع خطين مستقیمین آخرین» یکون بينهم ثماني زوایا (انظر الشکل 2-5-1). 
« الزاوبتان 1 و2 زاوبتان خارجیتان؛ وکذلك الزاویتان 7 و8. 

« الزاويتان 3 و4 زاویتان داخلیتان. وکذلك الزاویتان 5 و6. 

« الزاویتان 4 و6 زاوبتان متبادلتان. وكذلك الزاویتان 3 و5. 

« الزاویتان 1 و5 زاویتان متناظرتان. وكذلك الزاویتان 2 و6» 3 و8 4 و 7. 


تظل هذه التعریفات صحيحة إذا استبدلنا بالخطوط آشعة أو قطعء مع ما پلزم من التبدیل والتعدیل. 
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الشکل 2-5-1: [تعریف 46-1] 
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القضية 27-1. خطوط متوازبة | 
إذا تقاطع خط مع خطين آخرین وکانت الزوایا المتبادلة متساودة, فان الخطین متوازبان. 


الوثبات افترض أن "تا یتقاطع مع 88 و 00 بحیث إن 2۳8۳۳ = ۸5۳ع. ندعي أن €5 | A8‏ . 





الشکل 3-5-1: [27-1] 


إذاكان 6۳ ۸ ۰۸ فاٍن 88 و 6 پتقاطعان عند النقطة 6 حيث یکون طول 86 محدودا. 


يترتب على ذلك أن 1:0۳ هه هو مثلث حيث 2۸۳۳ زاودة خارجية و 2۳۳6 زاودة داخلية غير مجاورة. حسب [۰]16-1 
»LAEF > ۲0‏ لکن 2۳۳0 = 2۸۳۳ حسب الفرضية هذا تناقض. لذلك» 6۳ | 88 . 
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القضية 28-1- خطوط متوازية |||&||. 
افترض أن خظا یتقاطع مع خطین آخرین. 
1 خطوط متوازبة ۱!. إذاكانت الزاوية الخارجية تساوي الزاودة الداخلية المناظرة» فان الخطین متوازبان. 


2) الخطوط المتوازية 1۱۱. إذا كان مجموع الزاویتین الداخلیتین على نفس الجانب يساوي زاویتین قائمتین» فان الخطین 
متوازبان. 


الاثبات افترض أن ٤۴‏ یتقاطع مع ۸5 و0 . 





الشکل 4-5-1: [28-1] و [29-1] 


ادعاء 1: إذا 261۷ = 2868 فإننا ندعي أن 60 || 88 . 

لأن ۰۸ 87 پتقاطعان عند 6 ۰ 2۳08 = 2۸0 [15-1]. حسب الفرضیق 26117 = 28611 . بما أن هاتین 
الزاوبتین متبادلتان» فان 65 || 48 حسب [27-1]» وهذا یثبت ادعاءن. 

الادعاء 2: إذا 6118 + 28611 يساوي زاويتين قائمتین» ندعي أن 60 | 88 . 


بما أن 2۸011 و 236011 زاویتان متجاورتان» حسب [13-1] المجموع 8011 + 2۸0۲ يساوي زاویتین قائمتین. بما 
أن ۳61۲ = ZBGH‏ « 


ZBGH + zGHD = 2۲:۲۲ + ۷ 
ZGHD = 2 ۵۲ 


بما أنّ 26۲1 و ۸61۲ زاویتان متبادلتان» 67 || 88 حسب [27-1]» هذا یثبت ادعاءنا ویکمل الاثبات. 
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القضية 29-1- خطوط متوازبة ۱۷ 

إذا تقاطع خط مع خطين متوازیین» فعندئلٍ: 

(1) كل زاويتين متبادلتين متساویتان» 

(2) الزوايا الخارجية تساوي الزوايا الداخلية المناظرة لهاء 


(3) مجموع أي زاويتين داخليتين على نفس الجانب يساوي زاويتين قائمتين. 


الإثبات إذا تقاطع ٤۴‏ مع 88 و 08 وكان 6 || 48 ۰ فإننا ندعي أن: 
GHC ( AGH = 06110 (1)‏ = 28011 »مح ما يلزم من التبديل أو التعديل) 
LEGB = 26۲0 )2(‏ ( 26110 = 2۳0۸ » مع ما يلزم من التبديل أو التعديل) 


GHD + 21168 )3(‏ يساوي زاويتين قائمتين. ( 26116 + 286011 يساوي أيضًا زاوبتین قائمتين» مع ما يلزم من 
التبديل أو التعديل) 


الادعاء 1: إذا 26117 + 2۸0۲۲ فان إحدى الزاويتين يجب أن تكون أكبر من الأخرى. لذلك» افترض أن 
AGH < 6110‏ .. فإننا نحصل على المتباينة 


11م + zGHD‏ > 28011 + 2۸01 
حیث 28011 + AGH‏ يساوي مجموع زاويتين قائمتین حسب [13-1].نستنتج من ذلك أن 


ZGHD + 8011‏ أقل من زاويتين قائمتین. حسب إثبات [27-1]» AB‏ و69 يلتقيان على بعد محدود» هذا یتعارض 
مع فرضية أن €5 || 88 . لذلك» 261۱ = ۰2۸6۲۲ هذا يثبت الادعاء 1. 


ادعاء 2: لأن 2۸6۲۷ = 21:68 حسب [15-1] و 20۲0 = 2۸6۲۲ حسب الادعاء 1› فان «ZEGB = £GHD‏ 
وهذا یثبت الادعاء 2 


الادعاء 3. لأن 26117 = 2۸6۲ حسب الادعاء 1 
ZAGH + 2۲۱/۳ = zGHD + 8‏ 


بما أن 21108 = 280611 يساوي مجموع قائمتین» فان 1168 + 2612 يساوي زاوبتین قائمتین. هذا یثبت الادعاء 3 
ویکمل الوثبات. 


اللازمة 1-29-1. عبارات مكافئة تتعلق بالخطوط المتوازية. 
إذا تقاطع خط مع خطین آخرین» فان الخطین متوازیین إذا وفقط إذا كان أي من هذه الخصائص الثلاثة: 
(1) كل زاویتین متبادلتین متساویتان» 
2) الزوایا الخارجية تساوي الزوایا الداخلية المناظرة لها 
3 مجموع الزاویتین الداخلیتین على نفس الجانب يساوي زاويتين قائمتین. 
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اللازمة 2-29-1. يمكن استبدال قطع ذات آطوال مناسبة أو أشعة بالخطوط في [29-1» اللازمة 1]» مع ما یلزم من التبدیل 
والتعدیل. 





الشکل 5-5-1: [28-1] و [29-1] 


تمارین 
ملاحظة قد نستخدم [31-1] في ثباتات هذه التمارین لأن إثبات [31-1] لا يتطلب [29-1]. 
1- اثبت كلا جزأي [28-1] دون استخدام [27-1]. 


2 أنشئ 48 الذي يحتوي على النقطة © و ٤۴‏ الذي يحتوي على النقطة 7 بحیث ٤۴‏ || 88 . أنشئ 617 و 6 بشرط 
أن [) يُنصف 2۸0۲ 6119 پُنصف (2801. اثبت أن [0 = ۰1۲ [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


4- إذا آنشی أي قاطع آخر خلال نقطة المنتصف 0 لأي قاطع لخطین متوازیین» فان الجزء المقطوع من القاطع الآخر 
بالخطین المتوازنین يُنصف عند 0. 


5- أي خطين یمران بنقطة متساودة البعد عن خطین متوازیین یقطعان قطعتین متساوبن على المتوازیین. [انظر الفصل 
الأخير للحصول على حل.] 


6-أنشئ محيط متوازي الأضلاع المکون عن طريق إنشاء موازیان لضلعین من مثلث متساوي الأضلاع من أي نقطة على 
الضلع الثالث. هذا المحیط يساوي 2 × الضلع. 


7- إذا کان كل ضلعین متقابلین في شکل سداسي متساوبین ومتوازبین» فاثبت أن آقطاره تتقاطع. 
8- إذا وازت قطعتان متقاطعتان» على التوالي» قطعتین آخربین» فإن الزاوبتین المحصورتین بين کل قطعتين متساویتین. 


(تلمیح: إذا وازی 88 » ۸6 » على التوالي» 5۴ و 5۴ و إذا تقاطع ۸6 و 5٤‏ عند 6 » فان الزاویتین عند ۸ و 9 
پساویان الزاوية عند © [ 29-1] ۰) 
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القضية 30-1. التعدية للخطوط المتوازیة. 
الخطان الموازیان لنفس الخط متوازبان مع بعضهما البعض. 
الاثبات. آنشی الخطوط ۸8 و 62 و ۳ بحیث ٤۴‏ || 88 و ٤۴‏ || 62 . ندعي آن: 


. AB | CD 





الشکل 6-5-1: [30-1] 


أنشئ أي خط قاطع GK‏ . لأن تا || AB‏ « 6118 = ۸6۲۱ [اللازمة 1-29-1]. لأن CD || ËF‏ « 
0 = 26۲۱۳ [اللازمة 1-29-1]. نستنتج من ذلك أن 11160 = 2611۳ = .LAGH‏ بما آن 
2466 = 2۸6۲ و 261 = ZHKD‏ . حسب ]27-1[ 5 | AB‏ . 


اللازمة 1-30-1 يمكن استبدال قطع ذات أطوال مناسبة أو أشعة ڊAB CDs‏ و۲7۲ و01 في [30-1]» مج إجراء 
التعديلات اللازمة. 
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القضية 31-1. إنشاء خط موازي. 
نرغب في ٍنشاء خط موازي لأي خط مروزا بأي نقطة ليست على الخط. 
الإثبات لأي خط 48 و أي نقطة 6 ليست عليه؛ نرغب في إنشاء الخط 68 بحيث 88 | 68 . 
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الشكل 7-5-1: [31-1] 


حسب [23-1] آنثی 9 على 88 » و ۴ ليست على ۸13 بشرط أن بعد إنشاء 65 » 200 = 2۸۸۲6. حسب [اللازمة 
.CE ۱ AB »]1-29-1‏ 


تمارین 
1- إذا علمت ارتفاع مثلث وزاوبتي قاعدته» آنشی المثلث. [راجع الفصل الأخير للحصول على حل.] 


2- من أي نقطة» آنشی قطعة على أي قطعة بشرط أن تكن الزاوية الناتجة مساوية في القياس لزاوية معينة. وضح أن هناك 


3- اثبت صحة الانشاء التالي: لتثليث خط معين 88 » أنشئ على 58 ۰ 880 ه المتساوي الأضلاع. نصف الزاويتين عند 
النقطتين ۸ و 8 بالخطين ۸۳ و 85 . عبر 0ء أنشئ موازيين ل 26 و80 اللذين يتقاطعان مع ۸8 عند 8 و . ندعي أن 
£ و۴ هما نقطتا التقسيم الثلاثي ل ۸5 . 

4- ادرج مريع في مثلث متساوي الأضلاع بشرط أن تكون قاعدته على ضلع معين من ال ثلث. 

5- عبر أي نقطتين على خطين متوازبين» أنشئ القط تار اللتين يشكلان مع ١١‏ 5 0 المتوازیین مر 

6- بين أي خطين في أي موضع. أنشئ قطعة ذات أي طول بحيث تكون موازية لأي خط. بين أن هناك حلان. 
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القضية 32-1. الزوایا الخارجية ومجموع الزوایا في مثلث. 

إذا مد ضلع مثلث» فان 

(1) الزاوية الخارجية تساوي مجموع الزاودتین الداخلیتین المقابلتین؛ 
(2) مجموع الزوایا الداخلية الثلاث يساوي زاودتین قائمتین. 


الإثبات أنشئ ۸6 ههء وآنشی 45 عن طریق مد الضلع ۸8 . 


الشکل 8-5-1: [32-1] 
الادعاء zAC8:1‏ + 28۸6 = 206589 


أنشئ 80 || BE‏ [31-1].بما أن :80 یتقاطع مع :81 و ۰۸6 فان 2۸5 = 2۳36 [29-1] .بما أن 88 یتقاطع مع 
BE‏ و AC‏ « فان 288486 = 2۳۳۴۳ [29-1]. بما أنّء ZDBE‏ + 2880 = 20۳8 


ZCBD = zACB + 6‏ 
الادعاء 2: زاويتان قائمتان = 2۸6 + 2۸۲۶ + .LBAC‏ 
بجمع 2۸36 لكل طرف من المعادلة في الادعاء 1» نحصل على 
ZABC + 268۲ = 2۸۴ + 2۸65 + 6‏ 
حسب [13-1]» فان 2087 + 2۸۳6 يساوي زاوبتین قائمتين» ولذلك» 
زاویتان قائمتان = 2۸86 + 2۸68 + 28486 
وهذا یکمل البرهان. 
اللازمة 1-32-1. إذا كان المثلث القائم الزاوبة متساوي الساقينء فإن كل زاوية للقاعدة تساوي نصف زاوية قائمة. 
اللازمة 2-32-1. إذا ساوت زاوبتان في مثلث زاودتين في آخر» على التوالي» فان الزاويتين المتبقیتین متساویتان آیضا. 
اللازمة 3-32-1. بما أنه يمكن تقسیم أي شکل رباعي إلى مثلثين» فان مجموع زوایاه يساوي آریع زوایا قائمة. 


اللازمة 4-32-1. إذا قسم شکل له أضلاع إلى مثلثات عن طریق رسم آقطار من أي من زواياه» فسنحصل على (2 - ه) 
مثلثات. لذاء فإن مجموع زواياه يساوي (2 2 ژوایا قائمة. 
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اللازمة 5-32-1. إذا مدت جمیع آضلاع أي مضلح محدب. فإن مجموع الزوایا الخارجية يساوي آریع زوایا قائمة. 

اللازمة 6-32-1. کل زاوية في مثلث متساوي الأضلاع تساوي ثلني زاوبة قائمة. 

اللازمة ۰7-32-1 إذا كانت إحدى زوایا مثلث تساوي مجموع الزاوبتین الأخربين» فهذه الزاوية قائمة. 

اللازمة 8-32-1. يمكن تقسیم كل مثلث قائم الزاوية إلى مثلثين متساوبي الساقین بواسطة خط مبني من الزاوية القائمة إلى 
الوتر. 

تمارين 

1- قسم زاوية قائمة ثلاثيًا. 


2- إذا مدت أضلاع مضلع له م من الأضلاع» فان مجموع الزوايا بين كل زوج متبادل (ضلع و ضلع ممتد) يساوي - 2)۸ 
(4 زوايا قائمة 


3- إذا كان الخط الذي يقسم زاوية رأسية خارجية لمثلث مواز لقاعدة المثلث» فان المثلث يكون متساوي الساقين. [انظر 
الفصل الأخير للحصول على حل.] 


4- إذاكان المثلثان القائمان 886 هر و (881 هم على نفس الوتر 88 واذا وصلت الرأسان ) و 2ء فإن زوج الزوايا الواقفة 
مقابل أي ضلع من الشكل الرباعي الناتج متساويتان. 

5- اثبت أن الارتفاعات الثلاثة للمثلث تتقاطع. ملحوظة: نحن نثبت وجود المركز العمودي أو ملتقى الارتفاعات للمثلث: 
النقطة التي تتقاطع فيها الارتفاعات الثلاثة» واحدی نقاط التلاقي في المثلث. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


6- منصفات الزوايا المتجاورة في متوازي الأضلاع تتعامد مع بعضها البعض. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

7- تُشكل منصفات الزوايا الخارجية للشكل الرباعي شكلًا رباعيًا محيطيّاء مجموع كل زاويتين متقابلتين فيه يساوي زاويتين 
8- إذا كانت الأضلاع الثلاثة لمثلث ما متعامدة على التوالي مع أضلاع مثلث آخرء فإن المثلثين متساويا الزوايا. (قد تؤجل 
هذه المسألة حتى نهاية الفصل 1.) 


9- أنشئ المثلث القائم الزاوية» إذا علمت الوتر ومجموع أو فرق الأضلاع. 


1- الزاوية المحصورة بين المنصف الداخلي لزاوية قاعدة لمثلث والمنصف الخارجي لزاوية القاعدة الأخرى تساوي نصف 
الزاوية الرأسية. 


2- في إنشاء [18-1]» اثبت أن الزاوية 2۳186 تساوي نصف الفرق بين زاوبتي القاعدة. 

3- إذاكانت 8,0 ,۸ تشير إلى زوايا مثلث فاثبت أن (8 + ۸) 2 و (0 + 8) 2 و (0 + 4) < هي زوايا المثلث المكون 
من أي ضلع ومنصني الزاويتين الخارجيتين بين هذا الضلع وامتداد الضلعين الآخرين. 

4- اثبت [اللازمة. 1-32-1]. 

5 اثبت [اللازمة. 2-32-1]. 

6- اثبت [اللازمة. 3-32-1]. 


7- اثبت [اللازمة. 4-32-1]. 
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۱-8 
۱-9 
۱20 


۱-1 


دپت 


بب 


نبب 


دلبب 


[اللازمة. 5-32-1]. 
[اللازمة. 6-32-1]. 
[اللازمة. 7-32-1]. 


[اللازمة. 8-32-1]. 
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القضية 33-1. قطع متوازية. 
القطعتان الواصلتین بين النهایتین المتجاورتین لقطعتین متساوبتین ومتوازبتین یکونان متوازیتین ومتساویتین في الطول. 


الاثبات افترض أن 62 || 88 و 60 = 48. أنشئ الشکل 60 881. ندعي أن AC = 8D‏ و .AC || BD‏ 


الشكل 9-5-1: [33-1] و [34-1] 
أنشئ 80 . لأن 00 || 88 حسب الفرضية و80 یتقاطع معهماء 206 = 2880 [اللازمة 1-29-1]. 


فيما يخص ۸30 هه و 208 هد: 260 = ۸ والمثلثان يشتركان في 86 › و 2068 = 28180. حسب [4-1]» 
ABC = A DCB‏ ۵. 


يترتب على ذلك أن 87 = ۸€ و2088 = 24808 . حسب [اللازمة 1-29-1]» 2087 = 24808 تقتضي ذلك أن 
0 || ۸0 هذا يُكمل الإثبات. 

اللازمة 1-33-1. [33-1] صحيحة للخطوط المستقيمة والأشعة» مع ما يلزم من التبديل والتعديل. 

اللازمة 2-33-1. الشكل )۸3 متوازي أضلاع [تعريف 39-1]. 

تمارين 


1- أثبت أنه إذا القطعتان ۸8 و 80 متساويتين ومتوازیتین» على التوالي» مع E۴۰ 5۴٤‏ » فإن 80 التي تصل نهايتي الزوج 
الأول تكون متساوية في الطول مع القطعة 5۴ التي تصل نهايتي الزوج الأخير. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
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القضية 34-1. الأضلاع والزوایا المتقابلة لمتوازیات الأضلاع. 


کل ضلعين متقابلین» في متوازي الأضلاع» متساودان وکل زاوبتین متقابلتین متساویتان أيضًا وکل قطر ینصف متوازي 
الأضلاع. 


الإثبات أنشئ الشكل :۰۸۳ ندعي أن: 
‘AC = BDsAB = CD (1)‏ 


.LCAB = zCDB (2) 
ZACD - zABD (3) 


(4) أي من القطرين ( :80 أو 81 ) ينصف متوازي الأضلاع. 


آنشی 80 . في 886 هه و038 ه: لأن €5 || 88 حسب الانشاء و 8€ يتقاطع معهم»› 2۳5 = 2۸8 و 
0 = 2۸8 [29-1]. آیضاء 8860 ھ و36( هر بشارکان الضلع :)3 . حسب [26-1]» 
ABC = A DCB‏ ه: ولذلك 00 = ۸8 و BD‏ = ۸0 (الادعاء 1) و 2008 = 20۸۴ (الادعاء 2). 


الان» 2۳0۴ + 2408 = 2۸0 و2۸86 + lo ۰2۸۳۶0 = zCBD‏ آق 20۳80 = 2408 و 
0C8 = 0‏ حسب [اللازمة 1-29-1]» نحصل على 


ZACD = 2۸۳۴ + 5۴ 
= ZCBD + 0 
= ZABD 
.)3 (الادعاء‎ 


لأن ABC © DEF‏ ۵ = الشکل ABCD‏ و ABC = A DBC ۰۵ ABC = A DCB‏ هم. يترتب على ذلك أن 
6 يُنصف الشكل (4801. يمكن إثبات الحالة المتبقية بنفس الطريقة مع ما يلزم من التبديل والتعدیل» إذا أنشئنا ۸5 
بدلاً من 8€ (الادعاء 4). 


ABDC الشکل‎ = 2۰۸۵ ACB = 2 ۰ ABCD .1-34-1 اللازمة‎ 

اللازمة 2-34-1. إذا كانت إحدى زوایا متوازي الأضلاع زاودة قائمة» فان کل زاوية من زوایاها قائمة. 

اللازمة 3-34-1. إذا تساوي ضلعان متجاوران في متوازي الأضلاع فهذا يعني أنه معین. 

اللازمة 4-34-1. إذا كان کل ضلعین متقابلین في الشکل الرياعي متساوبين في الطول» فهذا يعني أنه متوازي أضلاع. 


اللازمة 5-34-1. إذا كان کل زاويتين متقابلتین في الشکل الرياعي متساویتین» فهذا يعني أنه متوازي أضلاع. 
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اللازمة 6-34-1. إذا نصف القطران كل منهما الآخر في شکل رباعي» فان هذا الشکل متوازي أضلاع. 

اللازمة ۰7-34-1 إذا نصف القطران الشکل الرباعي» فان الشکل متوازي أضلاع. 

اللازمة 8-34-1. إذا تساوت الاأضلاع المتجاورة في متوازي آضلاع فان القطرین ینصفان زوایا المتوازي. 
اللازمة 9-34-1. إذا تساوت الأضلاع المتجاورة في متوازي الأضلاع» فان قطربه یتقاطعان عموديًا. 

اللازمة 10-34-1. في أي متوازي أضلاع قائم» القطران متساویان في الطول. 

اللازمة 11-34-1. إذاكان قطري متوازي الأضلاع متعامدین» فان متوازي الأضلاع معین. 

اللازمة 12-34-1. إذا نصف قطر متوازي الأضلاع الزاویتین التي يصل بين رآسیهماء فان متوازي الأضلاع معین. 
تمارين 
1- اثبت أن قطري متوازي الأضلاع ينصفان بعضهما البعض. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

2- إذا تساوى قطرا متوازي الأضلاع» فان كل زاوية من زواياه قائمة. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

3- ستلتقي القطعتان الواصلتان بين كل نهايتين متجاورتين لقطعتين متوازيتين غير متساويتين عند مدهما على جانب القطعة 
المتوازية الأصغر. 

4- إذا توازی ضلعان متقابلان في شكل رباعي» ولكنهما غير متساوبین في الطول وكان الآخران متساودين ولكن غير متوازيين» 
فان كل زاويتين متقابلتين مكملتين لبعضهما البعض. 

5- أنشئ المثلث إذا علمت نقاط منتصف أضلاعه الثلاثة. 

6- اثبت [اللازمة. 1-34-1]. 

7- اثبت [اللازمة. 2-34-1]. 

8- اثبت [اللازمة. 3-34-1]. 

9- اثبت [اللازمة. 4-34-1]. 

0- اثبت [اللازمة. 5-34-1]. 

1- اثبت [اللازمة. 6-34-1]. 


2- اثبت [اللازمة. 7-34-1]. 
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3- اثبت [اللازمة. 8-34-1]. 
4- اثبت [اللازمة. 9-34-1]. 
5- اثبت [اللازمة. 10-34-1]. 
6- اثبت [اللازمة. 11-34-1]. 


7- اثبت [اللازمة. 12-34-1]. 


القضية 35-1. مساحات متوازبات الأضلاع |. 
متوازيات الأضلاع على نفس القاعدة وبين نفس المتوازبين متساوية في المساحة. 
الإثبات سنثبت ثلاث حالات. 


2 8 
الشكل 10-5-1: [35-1]» حالة 1 


الحالة 1: أنثئ الشكلين ۸0 و٣۴28‏ على القاعدة 80 وبين المتوازيان :۸۳ و٤8‏ حيث يشترك ۸ و 11880 في 
القاعدة والرأس عند ظ. ندعي أن ۴08€ = (4801. 


حسب [اللازمة 1-34-1]» 72860 = BCD‏ ه ٠‏ 2 = 4208 » هذا يثبت الحالة 1. 


0 
© 


© ا 


الشكل 11-5-1: [35-1]» حالة 2 


الحالة 2: أنشئ ۸80۲ و 51*08 على القاعدة :80 وبين المتوازيين ۸۴ و 8€ حيث يشترك )۸8 و 5108 في القاعدة 
و80 . ندعي أن .ABCD = EFCB‏ 


لأن 88017 متوازي أضلاع» 860 = 45 [34-1]؛ لأن BEF‏ متوازي أضلاع» 860 = «EF‏ وبالتالي .AD = EF‏ 
لاحظ أن 


AD - ED = EF - ED 
AE = DF 
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فیما بخص :۳۸۲ له و BA = CD ۸۳ = DF :۵ CDF‏ [34-1] و CDF‏ = 2۳۸۳ حسب [29-1 اللازمة. 1]. 
حسب [۰]4-1 BAE = A CDF‏ ه. لاحظ آن 


AFCB = EFCB +A BAE 
- ABCD +A CDF 
.2 هذا یثبت حالة‎ ۸۳0۲ = EFCB ۵ BAE = A CDF لأن‎ 


0 0 
B ع‎ 


الشكل 12-5-1: [35-1]» حالة 3 


الحالة 3: آنثی 88017 و8880 على القاعدة 80 وبين المتوازيين ۸۳ و80 حيث يشترك ۸80۲ و 81*08 في 
القاعدة والنقطة 6 حيث 6 ليس رأسًا. ندعي أن 781708 = 4807. 


لاحظ أن .AD = BC = EF‏ لأن 487 = DE‏ + م و28 = «AD = EF DE + EF‏ فان 
.AE = DF‏ 


فیما یخص BAE‏ ۸ و «BA = CD« AE = DF :A CDF‏ و20۳۲ = LBAE‏ حسب [29-1]. حسب [4-1]› ۵ 
CDF‏ هه = 8818 وترتب على ذلك آن: 


A BAE =A CDF 

A BAE —A DEG =A CDF —A DEG 
ADGB = CGEF 

ADGB +A BGC = CGEF + A BGC 


هذا يثبت حالة 3 ودكمل البرهان 
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القضية 36-1. مساحات متوازبات الأضلاع Il‏ 


متوازیات الأضلاع على القواعد المتساوية وبين نفس المتوازيين متساويان في المساحة. 


الإثبات أنشئ 0۸005 و :#1511061 بين BG‏ || 811 على القاعدتين 8€ و۳6 بحيث إن ۳6 = 80 . ندعي أن 
۲ = )5۲۸۲ . 


۵0۰ ¢ . 
( F u 


2 4 
۰ 


الشکل 13-5-1: [36-1] 


أنشئ BE‏ و08 . لأن EHGF‏ متوازي أضلاع» ۴G = EH‏ [34-1]. لأن ۳6 = 80 حسب الفرضية» 

EH‏ = 8€. عند معرفة هذه المعادلة و1211 || 8€ » حسب [33-1] BE = CH‏ و BE || CH‏ . يترتب على ذلك أن 
8 متوازي أضلاع. 

حسب [۰]35-1 ۳۲۱0۲ ww EHCB = ww‏ و ADCB‏ ها = EHCB‏ #ا. لذلكء ١9610 = ww EHGF‏ <« وهذا 
يُكمل الإثبات. 
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القضية 37-1. مثلثات لها مساحات متساودة |. 
المثلثات التي تقف على نفس القاعدة وبين نفس المتوازبان متساوبة في المساحة. 


الوثبات آنشی ۸۲6 هه و7280 هه على القاعدة 36 بشرط أن کل مثلث یقف بين المتوازیین ۸ و٤8‏ . ندعي أن 
.A ABC = A DEC‏ 


الشكل 14-5-1: [37-1] 


آنشی 80 || 8۴٤‏ و 130 || C۴‏ . يترتب على ذلك أن الشکلین ۸1۱136 و 0136 متوازیا أضلاع. حسب [35-1[« = AEBC‏ 
DBCF‏ . 


لاحظ أن ۸۲۳6 = A ABC‏ لأن القطر ۸8 يُنصف 41780 [34-1« # 1[. وبالمثل 8030 = DBC‏ هھ 
ولذلك 


1 4 ABC = Û 4 DEC 
2 2 


A ABC =A DBC 
تمارين‎ 
إذا كان وقف أي مثلثين متساوبين في المساحة على نفس القاعدة» ولكن على جانبين مختلفين من القاعدة» فإن القاعدة‎ -1 
أو امتدادها تنصف القطعة التي تصل بين رأسيهما. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.]‎ 
أنشئ مثلنًا مساوتا في المساحة لأي شكل رباعي.‎ -2 
أنشئ مثلنًا مساوتا في المساحة لأي مضلع.‎ -3 


4- أنشئ معين مساوي في المساحة لأي متوازي أضلاع بحيث تكون قاعدته أحد أضلاع متوازي الأضلاع. 
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القضية 38-1. مثلثات لها مساحات متساودة ا|. 
المثلثات التي تقف علی قواعد متساودة وبين نفس المتوازبان متساوبة في المساحة. 


الوثبات أنشئ ۸86 هه و D٤۴‏ هه بين 8۴ و ۸5 بشرط أن ۸0 | B۴‏ و88 = 80. ندعي أن 
.A ABC = A DEF‏ 





شکل 15-5-1: [38-1] 


حسب [31-1]؛ أنشئ 86 حیث 6 هي نقطة على ۸5 بشرط أن 26 | 86 ؛ على نحو ممائل» آنشی ]۳۳ حيث 11 هي 
نقطة على ۸۳ بشرط أن :21 || ۴۴ . یترتب على ذلك أن 6۸٥8‏ و 11۳۲ متوازبا آضلاع. لأن ۴۴ = ۰96 حسب [1- 
.GACB ۳۳ 6‏ 


لأن 88 پنصف 08018 و۳ يُنصف 11۳۳ حسب [۰]34-1 DEF‏ هه = ABC‏ هر هذا یکمل الاثبات. 
تمارین 
1- کل متوسط في مثلث ينصف المثلث. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


2- إذا ساوی ضلعان في مثلث ضلعین في آخر» على التوالي» وکانت الزوایا الداخلية مكملة لبعضها البعض» فان مساحتهما 
متساویتان. 


3- إذا قسمت قاعدة مثلث إلى أي عدد من القطع المتساوية» فإن القطع من الرأس إلى نقاط القسمة تقسم المثلث إلى 
العدید من الأجزاء المتساونة. 


4- قطر متوازي الأضلاع والقطع من أي نقطة على القطر إلى الرأسين التي لا يمر خلالهماء تقسم متوازي الأضلاع إلى أربع 


5- قطر الشکل الرباعي ینصف القطر الآخر إذا وفقط إذا كان ینصف الشکل الرباعي أيضًا. [انظر الفصل الأخير للحصول على 
حل.] 


6- إذاكان )۸۳ هر و ۸ 4 یقفان على القاعدة 88 وبين نفس المتوازبان» واذا التقی الموازي ل ۸8 مع الضلعین ۸6 
و80 عند النقطتین ۴ و ويلتقي الضلعین (۸1 و(81 عند النقطتین ۰0 ۲1 فان 611 = 1. 


7- إذا كان لدینا بدلا من المثلثات على نفس القاعدة مثلثات على قواعد متساوبة وبين نفس المتوازبان» فإن الجزء المقطوع 
بواسطة أضلاع المثلثات على أي مواز للقواعد تکون متساوية في الطول. 
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8 إذا ؤصلت نقطتي منتصف أي ضلعین من مثلث» فان مساحة المثلث المکون من نصفي الضلعین له مساحة تساوي ريع 
الكل. 


9- |( ذا ® الذي رؤوسه نقاط 5 مْ أي زح عن وأي نقطة في قاعدة آي 7 مثلث آخر له مساحة تساوي ربع مساحة ذلك 
المثلث. 


10 ره آي شل“ بقط ة منشئة من نقطة معينة في أحد الأضلاع. 
2- اثبت أن أي قطعة تمر خلال تقاطع قطري متوازي الأضلاع تنصف متوازي الأضلاع. 


3 المنله المکون من توصیل نقطة المنتصف لأحد الأضلاع غير المتوازبة للشبه المنحرف بنهايتي الضلع المقابل في شبه 
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القضية 39-1. مثلثات لها مساحات متساوبة ١١ا.‏ 

المثلثات متساوية المساحة التي تقف على نفس القاعدة وعلی نفس الجانب من القاعدة تقف أيضًا بين نفس 
المتوازبین. 

2 || 80 4؛ ندعي أن 880 هه و 810 له یقفان بين‎ BAC = A BDC 


الشكل 16-5-1: [39-1] 
أنشئ ۸۲ . من الواضح أن المثلثين يقفان بين 2۸10 و ]8 . نحتاج فقط إلى إثبات أن 80 || ۸۲ . 


لنفترض أن 80 ]! ۸5 وأن 80 || A۴‏ حيث ٤‏ هي نقطة على (81 غير [؛ أنشئ 6 . لاحظ أن 0 < 1:0 ه (اذا ھ 
EDC = 0‏ فان D‏ = م[ هذا تناقض). 

لأن المثلثين 81:0 ۰ 880 هر يقفان على نفس القاعدة 8€ وبين نفس المتوازیین (80 و 88 )» نجد أن 

.]1-1 حسب الفرضية» 8106 4 = 5480 ه. لذلك» 8180 ۵ = 810 4 [موضوعة‎ .]37-1[ ۵ BEC = A BAC 
هی ولذلك 0 = 81206 ۵ و0 < 510 ھ. يحدث تناقض مشابه إذا وضعنا‎ BDC = A BEC + A EDC لكن‎ 
.( الحرف 8 في أي مكان بخلاف‎ 


يترتب على ذلك أن 80 || 45 ء هذا يكمل الإثبات. 
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قضية 40-1. مثلثات لها مساحات متساودة ۱۷ 

المثلثات المتساوية المساحة التي تقف على قواعد متساوبة وعلی نفس الجانب من قواعدهاء تقف بين نفس 
المتوازبان. 

الاثبات أنشئ ۸۳6 هه و DEF‏ هه على BF‏ بشرط أن BC = EF‏ و 0 > DEF CE‏ هه = ABC‏ ۵ وکل مثلث على 
نفس الجانب من القاعدة. آنشی (۸۲ . من الواضح أن ۸۲6 ھ و 1:7 هم یقفان بين ۸5 و8۴ ؛ ندعي أن ۳ظ || A5‏ . 


oe. 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
۰ 
15 
.. 
۰ 
®. 
۰ 


: ۴ 6 
© 6 هس = سح O‏ 


شكل 17-5-1: [40-1] 


إذاكان AD ¥ BF‏ » أنشئ AG‏ (حيث 6 هي نقطة على 5٤‏ ) بشرط أن BF‏ || 86 . أنشئ أيضًا ۳6 . لاحظ أن 

.A DFG > 0 

فيما یخص المثلثين G٤۴‏ هه و ۸۳ ه: انهما یقفان على قاعدتين متساودتین (80 )٤۴۰‏ وبين نفس المتوازیین (8۴ » 
.)AG‏ حسب [38-1]: .A GEF = A ABC‏ 


لکن :)۸ هر = DEF‏ كه حسب الفرضية ولذلك A <A DEF = A GEF + ADGFjüÎJ .A DEF = A GEF‏ 
DGF = 0‏ و0 < DFG‏ 4 . ينتج تناقض مشابه إذا وضعنا 6 في أي مكان بخلاف . 

يترتب على ذلك أن 8۴ || (81 ۰ هذا یکمل الإثبات. 

تمارين 

1- اثبت أن المثلثات ذات القواعد والارتفاعات المتساودة» تكون متساوية المساحة. [انظر الفصل الأخير للحصول على 
حل.] 

2- القطعة التي تصل بين نقطتي منتصف ضلي مثلث تكون موازية للقاعدة» وكل من المتوسطين من نهايتي القاعدة إلى 
نقطتي المنتصف ينصف المثلث. ولذلكء فان المثلثين اللذين قاعدتهما الضلع الثالث في المثلث ورأسيهما نقطتي التنصيف 
متساويان في المساحة. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

3- الموازي لأي ضلع من أضلاع المثلث عبر نقطة المنتصف لآخر ينصف الثالث. 

4- القطع التي تصل بين نقاط المنتصف لأضلاع المثلث تقسم المثلث إلى أربع مثلثات متطابقة. [انظر الفصل الأخير 
للحصول على حل.] 
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5- القطعة التي تصل بين نقطتي المنتصف لضلي مثلث تساوي في الطول نصف الضلع الثالث. 


6- نقاط المنتصف للأضلاع الأريعة للشکل الرباعي المحدب. بالترتیب» هي رژوس متوازي آضلاع مساحته تساوي نصف 
مساحة الشکل الرباعي. 


7- مجموع الضلعين المتوازبين لشبه المنحرف هو ضعف طول القطعة التي تریط بين نقطتي المنتصف للضلعین المتبقیین. 


8- إن متوازي الأضلاع المكون من القطعة التي تصل بين نقطتي المنتصف لضلي مثلث وأي قطعتين متوازيتين عبر نفس 
النقطتين لمقابلة الضلع الثالث» يساوي نصف مساحة المثلث. 


9- القطعة التي تصل نقطتي منتصف ضلعين متقابلين لأي شكل رباعي والقطعة التي تصل نقطتي منتصف قطريه 
يتقاطعان. 
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قضية 41-1. متوازبات الأضلاع والمثلثات. 
إذا وقف متوازي آضلاع ومثلث على نفس القاعدة وبين نفس المتوازیین» فإن متوازي الأضلاع ضعف مساحة المثلث. 
الاثبات أنشئ 0۸5 و 580 4 على القاعدة 8€ وبين AE || BC‏ . ندعي أن A EBC‏ ۰ 2 = ۸۲6۲ 3 


۸ 0 E 
9 ۰ بتل ءءء‎ © 


شکل 18-5-1: [41-1] 


أنشئ 260 و 5٤‏ . حسب [34-1]› 8860 ABCD = 2 ۰ A‏ ؛ حسب [۰]37-1 ABC = A EBC‏ ه. لذلك› 
ABCD = 2 ۰ ۸ EBC‏ » هذا یکمل الاثبات. 


اللازمة 1-41-1. إذا كان لمثلث ومتوازي أضلاع ارتفاعات متساوية واذا كانت قاعدة المثلث ضعف قاعدة متوازي الأضلاع» 
فان مساحتیهما متساویتان. 


اللازمة 2-41-1. لنفترض أن لدینا مثلثین بحیث إن قاعدتیهما ضلعان متقابلان لمتوازي أضلاع ورآسهما المشترك هو أي 
نقطة بين هذین الضلعین. فان» مجموع مساحتي هذین المثلئین يساوي نصف مساحة متوازي الاأضلاع. 
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قضية 42-1. |نشاء متوازیات الأضلاع |. 
لأي مثلث وزاوبة حادةء من الممکن إنشاء متوازي آضلاع يساوي مساحة المثلث ويحتوي على الزاوية. 


الوثبات أنشئ ۸6 هر و 05ع. نرغب في إنشاء 08017 بشرط أن ۸56 A‏ = 08۳03۲ و :#1081 يحتوي على 
زاوية مساوية ل 2105. 





3 8 


]42-1[ :19-5-1 شكل‎ 
.]31-1[ BG || EF» CG || AB أنشئ 2۳۳5 = 28۳۳ ]23-1[ و‎ . ٤€ وأنشئ‎ »٤ نصف ۸8 عند‎ 


لأن AE = EB‏ حسب الإنشاءء :)1:8 هه = ۸۳6 ۵ حسب [38-1]. لذلك. EB]‏ ۾ ABC = 2 ٠‏ ه. حسب [1- 
1 ۵ ۰ 2 --2901681. لذلك» A ABC‏ = 0181 [ 5. 


لأن :۲6:31 8 يحتوي على 28:7 حیث 2۳5 = 28۳ هذا یکمل الاثبات 
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قضية 43-1. متممات متوازیات الأضلاع. 

القطعتین الموازیتین عبر أي نقطة في آحد قطري متوازي الأضلاع تقسم متوازي الأضلاع إلى آربع متوازبات أضلاع 
آصغر: يُطلق على المتوازبین اللذین لا يمر عبرهما القطر متممین لمتوازيي الأضلاع الآخرين» وهذان المتممان متساویان 
فى المساحة. 


الاثبات. آنثی ۸6۲ سه والقطر ۸€ . لنفترض أن >1 أي نقطة على 26 باستثناء ۸ و ). آنشی 611 و EF‏ عبر »1 
بحيث (1© | 011 و EF || AD‏ . هذا يقسم 08۸1761 إلى أريع متوازيات أضلاع أصغر حيث mHKFD «ı EBGK‏ 
متممان .mwKGCF «aw AEKH J‏ ندعي أن ww HKFD‏ = 016 81:8. 


A H D 
۰ 


شکل 20-5-1: [43-1] 


لأن ۸6 يُنصف متوازي الأضلاع 080۸۲6۲ و 08۸۲:1017 و #126017 حسب [34-1]؛ فان A ADC = A ABC‏ درك 
AHK = A AEK‏ و100 KFC = A‏ 4 . لذلك› 


mEBGK =A ABC - هك‎ AEK —A KGC 
=A ADC - ه‎ AHK - ه‎ KFC 
= #011111 
هذا يُكمل الإثبات.‎ 


اللازمة 1-43-1. إذا أنشئنا قطعتين موازيتين (للأضلاع) خلال نقطة ما ( 16 ) داخل متوازي الأضلاع 8۸361 إلى أضلاعه 
من أجل جعل 1:16 #111 و EK GB‏ متساويان في المساحة» فإن × تقع على القطر ۸6 . 


حسب [43-1]» نجد أن ۰8۲1۲۲16 EK GB‏ متساويان في المساحة إذا وفقط إذا كانت 16 نقطة على القطر ۸6 . 
اللازمة 2-43-1-. kw ADFFE‏ = 2441101 و WEFCB = #HDCG‏ . 

تمارین 

1- اثبت [43-1 اللازمة 1]. 


2- اثبت [43-1 اللازمة 2]. 
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القضية 44-1. إنشاء متوازبات الأضلاع ۱۱. 


لأي مثلث» وزاوية (حادة» أو قائمة» أو منفرجة)» وقطعة» یمکننا إنشاء متوازي أضلاع يساوي مساحة المثلث الذي 
يحتوي على الزاوبة وله ضلع يساوي القطعة. 


الوثبات آنشی 157 و ۱۱۳0۵ هر و ۸8 . نرغب في إنشاء ,003۸1 على ۸8 بشرط أن NPQ‏ هه = ,003۸1 و 
BALM‏ على زاوبة تساوي RST‏ >. 


K 














۰-8 





© 
۱ 


شکل 21-5-1: [44-1] 


آنشی متوازي الأضلاع 087۳6 حیث .zGBE = ۳61 ]42-1[ 8 81:76 = A NPQ‏ و2۲ = .AB © BE‏ 
آنشی آیضا القطعة :80 || 811 [31-1]. مد ۴6 لانشاء ۴۴ » وأنشئ 118 . 


لأن AH || BG‏ و FE‏ || 80 حسب الانشاء ۴۴ || A۴‏ حسب [30-1]. لاحظ أن ۳3۳ یتقاطع مع AF‏ و۲۳ ؛ 
وبالتالي» زاوبتان قائمتان = 2۲1۳۲ + 4117 2. يترتب على ذلك أن زاوبتان قائمتان > 0۲ + 8116. حسب [3-1- 
3 موضوعة ۰]4 إذا مددنا ۳18 و ۴۴ » فسوف یتقاطعان عند نقطة ما . عبر 16 آنشی 48 || KL‏ [31-1]» مد AFH‏ 
لیتقاطع مع ۸1 عند ,[ء ومد 68 لیتقاطع مع 1 في /1. ندعي أن ,813۸1 يفي الشروط المطلوبة. 


من الواضح أن 8۸10 مبني على ۸8. حسب [۰]43-1 71886 = 31۲۸ و NPQ‏ هه = 78806 حسب الانشاء؛ لذلك 
.BALM = A NPQ‏ حسب [15-1] 2۳886 = 2881/1 و2857 = 2836 حسب الإنشاء؛ وبالتالي» = /28181 
57 . هذا يكمل الإثبات 
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قضية 45-1. إنشاء متوازبات الأضلاع ۱۱۱. 


لأي زاوية (حادة» أو قائمة» أو منفرجة) وأي مضلع» یمکننا إنشاء متوازي آضلاع يساوي مساحة المضلع ويحتوي على 
زاوية مساوية للزاوية. 

الاثبات آنشی المضلع ۸8۲ و ۰2۲۷۷ نرغب في إنشاء :81161 بشرط أن يحتوي على زاوية تساوي 21,۲۲ 

. mFIKE = ABCD و‎ 


۱ 6 و ا ع B‏ 
© أ ۰ © e‏ 


۳ N E 


شکل 22-5-1: [45-1] 


حسب [42-1]. نبني BD‏ #91611159 بشرط أن A ABD‏ = 9161115 حيث 21,۷۲ = .ZFEH‏ 


على GH‏ » أنشئ #9011611 بشرط أن BCD‏ هه = 89501111 حيث 1/۲ = 26111 [44-1]. (قد نواصل استخدام 
هذه الخوارزمية لأي مثلثات إضافية متبقية في 480:7. هذا يسمح لنا أن ندعي أن الإثبات التالي ينطبق على أي مضلع له 
م أضلاع حيث ۰0 > ۲ .) عند الانتهاء من هذه الخوارزمية» ندعي أن 08112161 يفي بالشروط المطلوبة. 


LLMN = 2۳۳۲۱۵8‏ = 0111 2 حسب الإنشاء و 717:11 = 20۲11. يترتب على ذلك أن 
zGHE = 2۳۳۲۲۲ + ۶‏ +26۲4 


بما أن E۴‏ || ۳16 و EH]‏ یتقاطع معهماء فإن زاویتان قائمتان = 6118ع + 2۳۲11 [29-1]. لذلك 
زاویتان قائمتان = 2611 + 261116 » ولذلك EH © HK = EK‏ [14-1 اللازمة 1]. لأن EH || FG‏ ب الانشاء 
فان EK || FG‏ . ي 


على غرار ما سبق» لأن 611 یتقاطع مع المتوازیین ۳ و E)‏ » 2061116 = 2۳6۲ [اللازمة 1-29-1] ولذلك 
zHGI = 20۳۱ + zHGI‏ + 2۳0۲۱ 


بما أن 1116 || آ6 و G٤‏ یتقاطع معهماء فان زاويتان قائمتان = 2۲۱61 = 201116 [29-1]. لذلك» 
زاويتان قائمتان = 21161 = 27611 و81 = .FG © GI‏ 


لأن 08۳۳116 و 611161 س متوازيا أضلاع» فان 12۳ و1 متوازيان مع G8‏ ؛ حسب [۰]30-1 161 || EF‏ . بما أن 
۷ = 20111 مما ورد أعلاهء حسب [اللازمة. 1-29-1]» 71 || E)‏ . لذلك» ۴1۴ متوازي أضلاع. 


بما أن 1.1/11 = »۴FEK‏ 111615 يحتوي على زاوية تساوي 1.1/11 >. 
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۳ N E H ۵ 


شکل 23-5-1: [45-1] 
A ABD ijl‏ = 99۲0۲ حسب الانشاء و 800 ۸ = 017 
ABCD =A ABD 5۸ BCD‏ 
0 © 01185 - 
07 - 
هذا يكمل الإثبات 
تمارين 


1- أنشئ مستطيلًا يساوي مجموع 5 ۰... »2:3 من المضلعات. 


2- أنشئ مستطیلاً يساوي الفرق بين مساحتي أي شكلين. 
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قضية 46-1. إنشاء مریع |. 
الاثبات آنشی ۸13 ؛ نرغب في إنشاء مربع على ۸8 . 


A D 
o © 


شكل 24-5-1: [46-1] 


أنشئ 88 1 81 [11-1] حيث ۸8 = 82 [3-1]. عبر ط أنشئ 88 || 67 [31-1] حيث 07 = ۸3 وعبر 8 
أنشئ 45 || 80 . ندعي أن 8801 هو المربع المطلوب. 
حسب الإنشاء 

AD = AB = CD 


لأن 8800 متوازي أضلاع» 860 = ۸۱0 [34-1]؛ فان الأضلاع الأريعة ل 88601 متساوية. ویترتب على ذلك أن ۸0۲ 
معين و2۸ قائمة. حسب [تعريف 30-1]» ۸80۳ مربع. 

ملحوظة [46-1] توطئة ل [47-1]. تُقدم [14-2] طريقة أخرى لانشاء مريع. 

تمارين 


1- أثبت أن أضلاع أي مربعين لهم نفس الطول إذا وفقط إذا كان المربعان متساوبین في المساحة. [انظر الفصل الأخير 
للحصول على حل.] 


2- اثبت أن متوازيات الأضلاع حول قطر المربع هي مربعات. 


3- إذا أخذنا نقاط متساوية البعد عن الزوايا الأريح على الأضلاع الأريعة لمريع (أو على امتدادها)» فستّکون رؤوس مربع آخر 
(وبالمثل للخماسي المنتظم» السداسيء إلخ..). 


4- قسم أي مربع إلى خمسة أجزاء متساوية: على وجه التحديدء أريع مثلثات قائمة ومربع. 
5- أثبت أن صيغة مساحة المستطيل هي 61 = ۸. 
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القضية 47-1. مبرهنة فیثاغورث (الملقبة ب مبرهنة جوجو). 
في أي مثلث قائم» یکون المربع على الضلع المقابل للزاوية القائمة (الوتر) مساوتا لمجموع مساحتي المربعین على 
الضلعین الاخرین. 
الوثبات أنشئ مثلث قائم الزاوية ۸ هم حیث 88 هو الوتر. ندعي آن: 
AC + 2‏ = ۸82 


۲ 





شکل 25-5-1: [47-1] 


حسب [46-1]ء یمکننا إنشاء مربعات على الأضلاع ۸8 و80 و C۸‏ ۸۳61 ھ كما في الشکل 25-5-1. آنشی 
6 || بآ حیث 1 نقطة على 6۴ . أيضًا آنشی :06 و81 . لأن 2808 280119 قائمتان حسب الانشاء» المجموع 
ABD + LACH‏ يساويء أيضّاء زاويتين قائمتین. لذلك 811 = ]6۳ © 80 [14-1]. وبالمنل ۸۲ = €5 © ۸6 . 


لأن 2۳۸ و 20۸6 زاوبتان داخل مریع» فهما قائمتان. لذلك 
6 = 2۳۸۲ 

2۳۸6 + 28۸۲ = 20۸ + 0 
20۸6 = ۵۴ 


لأن BAGF‏ و 01116۵ مربعان» فان 46 = BA‏ و A‏ = 0۸. فیما يخص086 ۸ و KAB‏ ۵: لأن AK‏ = ۵۸ و 
BA = AG‏ و ZCAG = ZKAB‏ <« حسب ]4-1[ .A CAG = A KAB‏ 
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حسب [۰]41-1 086 هه ۰ 2 = ۸610 . لأنهما یقفان على ۸6 وبقفان بين المتوازبین ۸6 وبا . وبالمثل» 
CHKA = 2 ‘° A KAB‏ لأنهما یقفان على AK‏ وبين AK‏ و88 . لأن «A CAG = A KAB‏ 


.AGLO = KACH 
وبالمثل» يمكن اظهار أن 17267815 = 01,78 . لذلك»‎ 
AB = 538 
= AGLO © OLFB 
= KACH + DCBE 
= ۸6۶ + 2 


هذا یثبت ادعاءنا. 
ملحوظة [47-1] هي حالة خاصة من [31-6]. 
ملاحظة 48-1. [اللازمة 1-28-10] تصف النسبة التي تُعطي الثلاثيات الفيثاغورسية (ثلاثة أعداد صحيحة موجبة ‏ » ط 
»ع بشرط أن 2ع = 2ط + 32 ): إذاكان 2 وط عددين صحيحين موجبين و 2 > » فإن الثلاثيات الفيثاغورسية لها 
النسبة 

2 + 2ج 32-52 


لسو 
2 و 





إثبات بدیل: 


الوثبات آنشی المربعات كما في الشکل 26-5-1 بشرط أن یکون 8678 هه قائم الزاوبة و 2۸ هي الزاوية القائمة. 


3 














الشکل 26-5-1: [47-1]» اثبات بدیل 
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أنشئ 66 و81 ؛ عبر © أنشئ ۸6 | ,01 . لاحظ أن 2۲۸۵1 + 28۸6 + 26۸6 = ۰26۸۵6 20۸ و 28۸6 
زاويتان قائمتان. نستنتج من ذلك أن 


2۲۸ = zCAK 
ZBAG - 2۳۲۸6 = zCAK - 0 
ZCAG = ۶ 


»]4-1[ حسب‎ . CAG = BAK و ۸۳۴ = ۸0 و‎ CA = AK :A BAK) 4ھ‎ CAG فیما یخص‎ 
.A CAG = ه‎ BAK 


حسب [41-1[« نجد أن 1416110 = GAOL‏ . وبالمثل .LOBF = DEBC‏ 


ملحوظة الإثبات البديل أقصر لأنه ليس من الضروري إثبات أن ۸6 و C5‏ يشكلان قطعة واحدة. وبالمثل» يمكن إثبات 
القضية بأخذ أي من الأشكال الثمانية المتكونة عن طريق قلب المربعات في جميع الاتجاهات الممكنة. يمكن الحصول على 
تبسيط آخر للإثبات عن طريق الأخذ في الاعتبار أن النقطة ۸ هي نقطة حيث يمكن تدوير أحد المثلثين 0486 4 أو 

BAK‏ له في مستواه حتى يتطابق مع الآخر؛ ومن ثم فهما متطابقان. 

تمارين 


1- أثبت أن المریع الموجود على ۸6 يساوي مساحة المستطيل ۸0 ۰ 48 والمربع على 80 ۰ ۸8 = 136. (ملاحظة: 
يشير ۰۸0 88 إلى المستطيل المكون من القطعتين 2 و۸0 .) 


2- اثبت أن المريع الموجود على 08 ۰ ۸0 = 60 . 

3- اثبت أن 802 - ۸0۶ = 302 - ۸02 

4- جد القطعة التي مربعها يساوي مجموع مساحتي أي مربعین. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
5- لأي قاعدة مثلث والفرق بين مربي ضلعیه» المحل الهندمي لرأسه هو قطعة عمودية مع قاعدته. 

6- اثبت أن 06 ل .B)‏ 816 و €6 عبارة عن قطعتین قاطعتین. 

7 إذا أشنت 76 فان 862 ۰ 4 + ۸02 = 802 . 


8- يزيد المربع المُنشئ على مجموع آضلاع مثلث قائم عن المريع على الوتر بأريعة آضعاف مساحة المثلث (انظر [46-1 # 
3]). بشکل عام. إذا كانت الزاوية الرأسية للمثلث مساوبة لزاوبة المضلع المنتظم الذي له عدد 0 من الاأضلاع فإن المضلح 
المنتظم الذي له عدد 2 من الأضلاع» المُنشئ على قطعة تساوي مجموع أضلاع المثلث یتجاوز مساحة المضلع المنتظم 
الذي له عدد 0 من الأضلاع المبني على القاعدة بمقدار 1 مضروب في مساحة المثلث. 


9- إذا تقاطع 80 و )8 عند ۳ وآنشئت قطعة عبر ۴ موازية 1 8٤‏ » لتقابل ۸8 عند Qء‏ فان ۳۵ = 02 . 


0- اثبت أن کل من المثلثين ۸06 هه و BE۴‏ 4 في [47-1] يساوي مساحة ۸6 م. [انظر الفصل الأخير للحصول على 
حل.] 


1- آوجد قطعة مربعها يساوي الفرق بين مربعین على قطعتین. 
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2- المربع على الفرق بين الضلعین 806 و 08 أقل من مربع الوتر بأربعة آضعاف مساحة المثلث. 
3- إذا وْصلت ۸۴ » فان القطع A۸۴‏ و81 وباآن) تتقاطع. 


4- في المثلث المتساوي الاأضلاع» ثلائة آضعاف المریع على أي ضلع يساوي آريعة آضعاف المريع على العمودي عليه من 
الرأس المقابل. 


5- نبني المریح 31:۳0 على 81 » وهو جزء من الضلع )8 من المربع (۰۸۳۲ بحیث ضلعه 80 امتداد 88 . قشم 
الشکل ۸6۳6۲ إلى ثلاثة آجزاء تشکل مريعًا. 


6- آريعة آضعاف مجموع المربعات على المتوسطات التي تُنصف آضلاع مثلث قائم الزاوية تساوي خمسة آضعاف مربع 
الوتر. 
7- إذا آنشتنا آعمدة على أضلاع المضلع من أي نقطة وقمنا بتقسیم کل ضلع إلى قطعتين» فان مجموع المربعات على 


8- مجموع المربعین على القطعتین المنشأتين من أي نقطة إلى زاویتین متقابلتین في مستطیل يساوي مجموع المربعین على 
القطعتین من نفس النقطة إلى الزاوتین الأخربين. 


9- قسّم وتر المثلث القائم الزاوية إلى جزآین بشرط أن یکون الفرق بين مربعیهما يساوي المریع الموجود على أحد أضلاعه. 
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القضية 48-1. مقلوب مبرهنة فیثاغورث / جوجو. 


آنثی مربعات على جمیع أضلاع مثلث. إذاكان المریع الموجود على الوتر مساوتّا في المساحة لمجموع مساحتي 
المربعین على الضلعین الآخرین» فان الزاوية المقابلة للضلع الأطول قائمة. 


الاثبات أنشئ ۸56 هه بشرط أن 48 هو أطول ضلع و 
AB? = AC + 2‏ 


ندعي آن: 2۸۲ زاوية قائمة. 


9 )( 


شکل 27-5-1: [48-1] 


أنشئ €5 بحیث 04 = 09 [3-1] و08 ل ۲) [11-1]. أنشئ 85 » وفیما يخص ۳0۲ 8٤0:4‏ هي زاوبة قائمة 


AC + CB = CD7 + 7 


حسب [47-1] 802 = 08۶ + 012 ؛ حسب الفرضية› ۸87 = 082 + 402. ومن ثم 8177 = ۸8۶ ؛ یتبع 
ذلك أن 80 = 48 [۰46-1 # 1]. 


فيما یخص A ACB‏ و AC = CD<AB = 18 ۵ DCB‏ حسب الانشاءء ودشتركان في الضلع .CD‏ حسب [8-1]» 4۵ 
ACB = ۸ 8‏ ولذلك 208 = 2808 بما أنَّ 208 زاوية قائمة حسب الإنشاءء فإن 2۸6 هي زاوية قائمة. 


إثبات بديل بالتناقض: 


الشكل 28-5-1: [48-1]» إثبات بديل 


الإثبات آنشی 886 لهه بشرط أن ۸87 = 802 + 402. إذاكان 08 غير عمودي على 08» آنشی CA‏ 1 €5 بحیث إن 
CB‏ = ظ6. أنشئ A5‏ . 
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فیما یخص ۸80 هه و ۸06 ھ: 05 = 02 والمثلثان یشترکان في الضلع 16 » وکما في الاثبات أعلاه» يمكن إظهار أن 
8 = ۸. هذا یتعارض مع [7-1]. بناءًا على هذاء 2۸65 هي زاوية قائمة 


اللازمة 1-48-1 لنفترض أن 2 و ط و2 أضلاع ۸ هه حيث » هو أطول ضلع. ۸ هر مثلث قائم الزاوية إذا وفقط إذا 
كان ع = 0۶ + *2. 
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أسئلة الامتحان على الفصل الأول. 

1- ما هي الهندسة الرياضية؟ 

2- ما هو الكائن الهندسي؟ 

3- اذكر المفاهيم الأساسية للهندسة الرياضية. (الإجابة: النقاط» والخطوطء والأسطح والمجسمات.) 
4- ما هي آنواع الخطوط في الهندسة؟ (الإجابة: مستقيم ومنحني.) 

5- كيف يُنشئ الخط المستقيم؟ (الإجابة: عن طريق توصيل أي نقطتين.) 

6- كيف يُنشئ الخط المنحني؟ (الإجابة: عن طريق توصيل أي ثلاث نقاط ليست متسامتة.) 
7- ما هي أنواع الأسطح؟ (الإجابة مستوية ومنحنية.) 

8- كيف يُنشئ سطح مستوي؟ 

9- لماذا لا يوجد آبعاد للنقطة؟ 

0- هل للخط عرض أو سمك؟ 

1- كم عدد أبعاد السطح؟ 

2- ماهي الهندسة المستوية؟ 

3- أي جزء من الهندسة المستوية هو موضوع هذا الفصل؟ 

4- ما هو موضوع الفصول المتبقية؟ 

5- كيف ثبت قضية عن طریق الإثبات غير المباشر؟ 

6- ما المقصود بمقلوب قضية؟ 

7- ما القضية التي هي مثال على قاعدة التمائل؟ 

8- ما هي الأشكال المتطابقة؟ 

9- ما هي الطريقة الأخرى لوصف الأشكال المتطابقة؟ (الإجابة: هم متساوون من جمیع النواحي.) 
0. اذکر جمیع حالات التساوي التي ليست تطابق في الفصل 1. 

1- ما الفرق بين الرمز الذي يدل على التطابق والذي يدل على التساوي؟ 

2- عرف الزاويتين المتجاورتين» والخارجيتين والداخليتين والمتبادلتين. 

3- ما المقصود باسقاط خط على آخر؟ 

4- ما المقصود بمتوسطات المثلث؟ 

5- ما المقصود بالقطر الثالث للشكل الرباعي؟ 

6- اذكر بعض القضايا الواردة في الفصل 1 التي تمثل حالات خاصة لحالات أخري أعم. 
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7- ماذا يساوي مجموع الزوایا الخارجية لأي مضلع؟ 

8- کم عدد الشروط اللازمة لانشاء مثلث؟ (الاجابة: ثلائة؛ مثل الأضلاع الثلاثة» أو ضلعین وزاوية» إلخ.) 
تماربن الفصل 1. 

1- افترض أن رلهه و رھ مثلثین بحیث: 

(أ) يُنشئ ره في ره 

(ب) یمر کل ضلع من أضلاع رھ عبر رس ل ره 

(ج) کل ضلع من ره يوازي الضلع المناظر في ,ه 

ندعي أن ره ۰ 4 = ور [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

2- الارتفاعات الثلائة للمثلث الأول في # 1 هي الارتفاعات عند نقاط منتصف آضلاع المثلث الثاني. 

3- عبر أي نقطة» أنثئ خط بشرط أن يُنصف الجزء المقطوع بواسطة قطعي أي زاوية عند النقطة. 


4- المتوسطات الثلاثة للمثلث تتقاطع. (ملاحظة: هذا (ثبات لوجود مركز كتلة المثلث. یفضل استخدام مبرهنة سیفا 
0 5 ۰06۷2 غير الموجودة في إقليدس» لحل هذه المسألة. يجب على الطلاب الذین یسعون إلى التحدي محاولة 
حل هذه المسألة دون استخدام مبرهنة سيفا.) 


5- أنشئ المثلث إذا علمت ضلعين ومتوسط الضلع الثالث. 

6- افترض أن 8 محیط المثلث و 5 مجموع أطوال متوسطات المثلث. آثبت أن ۲ > 5 > م 3 
7- أنشئ المثلث إذا علمت آحد أضلاعه ومتوسطي الضلعین الآخرين. 

8- آنثیع المثلث إذا علمت المتوسطات الثلائة. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 


9- الزاوية المحصورة بين العمود من الزاودة الرأسية لمثلث على القاعدة ومنصف الزاودة الرأسية تساوي نصف الفرق بين 
زاویی القاعدة. 


0- آوجد في متوازیین نقطتین متساوبتي البعد عن أي نقطة بحیث القطعة الواصلة بینهما توازي خط معین. 

1- آنشی متوازي الأضلاع إذا علمت القطرین وضلع. 

2- اثبت أن آقصر متوسط في المثلث يقابل الضلع الأكبر. 

3- آوجد في متوازیین نقطتین تقفان مقابل زاوية قائمة عند نقطة معينة ومتساوبي البعد عنها. 

4- مجموع بعدي أي نقطة في قاعدة مثلث متساوي الساقین عن الساقین يساوي البعد بين أي من نهايتي القاعدة عن 
الضلع المقابل. 

5- اثبت أن الأعمدة الثلاثة عند نقاط المنتصف لأضلاع المثلث تتقاطع. 

6- ادرج شبیه لمعين في مثلث بحیث یکون له زاوية من زوایا المثلث. [انظر الفصل الأخير للتوصل إلى حل.] 

7- ادرج مريعًا في مثلث بحیث تکون قاعدته على آحد أضلاع المثلث. 
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8- آوجد المحل الهندسي للنقطة التي مجموع أو فرق بعدها عن خطين ابتین يساوي أي طول. 
9- مجموع الأعمدة من أي نقطة داخل مثلث متساوي الأضلاع يساوي العمود من أي رس على الضلع المقابل. 


0. جد نقطة في آحد آضلاع مثلث بشرط أن یکون مجموع الجزئین المقطوعین بواسطة الضلعین الآخرین على المتوازیین 
المنشئین من نفس النقطة إلى هذین الضلعین مساوتا لأي طول. 


1- إذا وازت قطعتا زاوبة» على التوالي» قطعتي زاودة آخری» فان منصفیهما إما متوازیان أو متعامدان. 
2- ادرج في أي مثلث متوازي آضلاع بحیث یتقاطع قطراه عند أي نقطة. 
3- أنشئ شکل رياعي إذا علمت الأضلاع الأربعة وموضع نقطتي المنتصف لضلعین متقابلین. 


4- إذا علمت قواعد مثلثین أو آکثر مشترکین في رأس» من حيث المقدار والموضع» ومجموع المساحات. اثبت أن المحل 


6- |ذا کان 880 4 مثلث متساوي الساقین وکانت ساقاه ۰۸5 40 واذا كان "310 أي قاطع يقطع الضلعین المتساویین 
عند '8 و 0 » بشرط أن 4860 + A8‏ = ۸۵۲ + ۸۲۳ اثبت أن 8€ < 3107 . 


7- لأي نقطتین ۸ و 8» وأي نقطة ۳ على أي خط ,1ء فأثبت أن الفرق بين ۸۳ و ۳ هو الأقصى عندما ینصف 1 الزاوية 
8 وضح أن مجموعهما هو الأدنى إذا كان ينصف المکملة. 


8- نصف شکل رياعي بقطعة منشأة من آحد رژوسه. 

9- إذاكان 45 و 8٤‏ خطین متوازیین مقطوعین بشکل مائل بواسطة 48 وعموديًا بواسطة 4€ » وبين هذه الخطوط 
نقوم بانشاء 3170 الذي یقطع 86 عند النقطة ٤‏ بحيث ۸8 ۰ 2 = 9 اثبت أن 2۸86 + = 2086 . 

0. إذاكانت 0 هي نقطة التقاء منصفات زوایا ۸8٤‏ هه واذا مدت ۸0 لتتقاطع مع :)8 عند 8» واذا آنشئت 0٤‏ من 0 
بشرط أن یکون 8€ 1 0۳ اثبت أن :2001 = .LB0D‏ 

1- الزاوية التي یصنعها منصفا زاويتين متتالیتین في شکل رياعي محدب تساوي نصف مجموع الزاویتین الأخربين؛ الزاوية 
التي يصنعها منصفا زاويتين متقابلتين تساوي نصف الفرق بين الزاويتين الأخربين. 

2- إذا وصلنا في الانشاء في [47-1] EF‏ و KG‏ » فان „EF + KG? = 5 ۰ AB‏ 

3 إذا علمت نقاط المنتصف لأضلاع مضلع محدب له عدد فردي من الاأضلاع فأنشئ المضلح. 

4- قسم شكل رباءعي ثلاثيًا بواسطة خطوط منشأة من احدی زوایاه. 


5- إذا علمت قاعدة المثلث من حيث المقدار والموضع ومجموع الأضلاع» فأثبت أن العمودي من أي من نهايتي القاعدة 
على الضلع المجاور والمنصف الخارجي للزاوية الرأسية يلتقيان» في نقطة» على خط عمودي على القاعدة. 


6- إن منصفات زوايا الشكل الرباعي المحدب تُشكل رباعي الأضلاع فيه كل زاويتان متقابلتان مكملتان لبعضهما البعض. إذا 
كان الشكل الرياعي الأول متوازي أضلاعء فان الثاني مستطيل؛ إذا كان الأول مستطيلاًء فان الثاني مربع. 


7- افترض أن نقاط | لمنتصف للأضلاع ۸8 و80 و ۸) للمثلث هي على التوالي 7 و8 و ۲ وأن ۳ظ || 06 وتتقاطع مع 
7. اثبت أن أضلاع المثلث 706 هه تساوي على التوالي متوسطات المثلث 880 هه الثلاثة. 
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8- آوجد مسار كرة البلیاردو بدایهٌ من نقطة معينة وبعد أن تنعکس من الأضلاع الأريعة للطاولة ومرورها عبر نقطة آخری 
معينة. (افترض أن الكرة لا تدخل أي جیب). 


9- إذا تساوت القطعتان اللذان ینصفان زاويتين من المثلث وينتهيان عند الضلعین المقابلين» فأثبت أن المثلث متساوي 
الساقین. 
0. إذا درج مريع في مثلثء فان المستطیل المحصور بضلعه ومجموع القاعدة والارتفاع يساوي ضعف مساحة المثلث. 
1- |ذا کانت ۸8 و ۸6 هما الساقان في مثلث متساوي الساقین واذا کانت ۸6 1 ۰3 فأثبت أن ۸0.00 2 = 802 . 
2- إذا علمت قاعدة المثلثء والفرق بين زاويتي القاعدة والمجموع أو الفرق بين الأضلاع» فأنشئ المثلث. 
3- إذا علمت قاعدة المثلث, والمتوسط الذي ینصف القاعدة» والمساحة فأنشئ المثلث. 
4- إذا تقاطعا القطرین ۸6 و 81 للشکل الرباعي ۸61 عند ۴ ونُصفا عند النقطتین ۴ و 6» فان 

4 ۰۵ ۲6 = (AEB + ECD) - (AED + EBC) 
إذا أُنْشِئَت مريعات على أضلاع أي مثلث» فإن خطوط الواصلة بين الزوايا المتجاورة تكون على التوالي:‎ -5 
(أ) أضعاف متوسطات المثلث؛‎ 


(ب) عمودية عليها. 
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الفصل 3 

الدواثر 
ستفترض الموضوعات والخصائص الرداضية من الفصلین 1 و2 ولن ُستشهد بها عمومًا. هذه قاعدة سنطبقها على الفصول 
اللاحقة» مع مراعاة ما یقتضیه اختلاف الحال. 
ملحوظة. لم تعد الهندسة الحديثة تستخدم تعریفات إقليدس للمنحنیات والمماسات وما إلى ذلك. ومع ذلك هذه 
التعریفات تكفي غرضنا من هذا الکتاب. 
1-3 التعردفات 
1- الدواثر المتساوبة هي التي لها آنصاف آقطار متساویة. 
2- وتر الداثرة هو قطعة تتقاطع مع محيط الداثرة في نقطتین. إذا مُد الوتر لانشاء خط فإن هذا الخط یسمی قاطع, 
ویسمی کل جزء من جزأي المحیط الناتجین من تقسیم القاطع لمحیط الداترة بالقوس - یسمی الأكبر بالقوس المترافق 
الأكبر» ویسمی الأصغر بالقوس المترافق الأصغر. 


3- يقال إن قطعة أو شعاع أو خط مستقیم یمس داثرة عندما یتقاطع مع محيط الدائرة عند نقطة فقط. يُطلق على القطعة 
أو الشعاع أو الخط المستقیم مماس الداثرة» وتسمی النقطة التي یمس فیها المحیط بنقطة التقاطع. 





الشکل 1-1-3: [تعریف 3-3] (61 یمس ۸® عند 8 ؛ أو 6 مماس 68۸1 و 8 هي نقطة التقاطع بين ۸ و €5 . 
4- يقال إن دائرتين تمسان بعضهما البعض عندما تتقاطعان في نقطة فقط. 

هناك نوعان من التماس: 

أ) عندما تکون إحدى الدائرتين خارج الأخرى. 


ب) عندما تكون إحدى الدائرتين داخل الأخرى. 
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الشکل 2-1-3: على الیسار: [تعریف 4-3] الدائرتان ۵۸ و (1 ۵ تتماسان خارجیّا عند » بینما الدائرتان 8 و 6/۸ 
تتماسان داخلیّا عند 8. على الیمین: [تعریف 5-3] الوتر (1) للدائرة 4 © یقسم الدائرة نفسها إلى قطعین ۳ و ۲. 
القطع 115:0 (المظلل) يحده الوتر 01 والقوس 0۳0 والقطع :)19 (غير المظلل) یحده الوتر 07 والقوس 180. 


5- القطع الدائري هو شکل ثنائي الأبعاد يحده وتر وقوس ویشتمل على نهايتي الوتر. 
6- يقال إن الأوتار متساوبة البعد عن المرکز عندما تکون الأعمدة المبنية علیها من المرکز متساوبة الطول. 


7- الزاوية علي قطع هي الزاوية المستقيمة المحصورة بين وترین یتقاطعان عند نفس النهاية على محيط الدائرة. في الشکل 
3-1-3 220015 هي زاوبة على قطع. راجح آیضا [21-3]. 


8- زاوبة القطع هي الزاوبة غير المستقيمة المحصورة بين وتر القطع والمماس عند أي من النهایتین. في الشکل 3-1-3 
القوس ۳ هو زاوية القطع :116. هذه الزوایا تظهر فقط في البرهان الأصلي ل [16-3]. 


9- الزاوية على القطع يقال نها تقف على قوسها المترافق. 
0- الأقواس المتشابهة هي التي تحصر زوایا متساوية. 


1- یتکون قطاع الدائرة من نصفي قطر والقوس المحصور بینهما. في الشکل 3-1-3 ۸ 9 نصف القطر (81» ونصف 
القطر 86 يُشكلان القطاعین ۸02 و .DACB‏ 
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الشکل 3-1-3: [تعریف 8-3]و [تعریف 9-3] و [تعریف 11-3] 
2- الدوائر متحدة المرکز هي الدواثر التي لها نفس المرکز. 
3- النقاط التي تقع على محيط نفس الدائرة يقال إنها تقع على نفس الداترة. 
4- الشكل الرباعي الدائري هو شكل رباعي مدرج في دائرة. 


5- تعريف حديث للزاوية: الزاوية في الهندسة هي الشكل الذي يتكون من شعاعین» يُطلق عليهما ضلي الزاويةء ويشتركان 
في نهاية» تسمى رأس الزاوية. مقياس الزاوية هو النسبة بين طول القوس الدائري ونصف قطره» بحيث يكون القوس متمركز 
عند الرأس ومحدود بالضلعين. 


حجم الزاوية هو أقل دوران يلزم لينطبق أحد ضلعيها على الآخر. الزوايا التي لها نفس الحجم تسمی زوايا متطابقة. 


ار 


و هه 
۳ 


الشکل 4-1-3: قياس الزاودة 0 هو حاصل قسمة 5 على 1. 
من أجل قياس الزاوية 0 » يُنشئ قوس دائري متمرکز عند رأس الزاوية» على سبیل المثال» بفرجار. ثم يُقسم طول القوس 5 
على نصف قطر القوس ۰۲ وريما يُضرب في ثابت التدریج >[ (الذي یعتمد على وحدات القیاس المختارة): 


0 < - 
r 


قيمة 0 مُعرّفة بحيث تكون مستقلة عن حجم الدائرة لأنه إذا تغيّر طول نصف القطرء فان طول القوس يتغير بنفس 
النسبة» وبالتالي فإن النسبة < لا تتغير. 
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.9 = ۱ rad = 1 130 :5-1-3 الشکل‎ 


يُستخدم عدد من الوحدات للتعبیر عن الزوایا: والرادیان والدرجة هما الأكثر استخدامًا. 


تُعّف معظم وحدات قياس الزوايا بحيث تكون الدورة الواحدة (أي دائرة كاملة) تساوي 2 من الوحدات» حيث 1 عدد 


الراديان هو الزاوية المحصورة بقوس دائرة (أي أن الزاوية تقابل القوس) له نفس طول نصف قطر الدائرة. 


عندما نُستخدم وحدة الراديان» فإن الزوايا تكون بلا أبعاد. ستخدم الراديان تقريبًا في جميع الأعمال الرياضية التي تتجاوز 
الهندسة العملية البسيطة. بسبب الخصائص المرضية و "الطبيعية" التي تُظهرها الدوال المثلثية عندما تكون مدخلاتها 
بالراديان. الراديان هو وحدة قياس الزوايا في نظام الوحدات الدولي. 


الدرجة» المكتوبة على شكل دائرة صغيرة مرتفعة ( ٩‏ )» تساوي - دورة» لذا فإن الدورة الواحدة تساوي 360 درجة. يمكن 
كتابة كسور الدرجات بالتدوين العشري العادي (مثل *3.5 ثلاث درجات ونصف)ء ولكن الوحدات الفرعية الستينية 
"الدقيقة" و "الثانية" من نظام "الدرجة-الدقيقة-الثانية" ستخدم أيضّاء خاصةً للاحدائیات الجغرافية وفي علم الفلك 
والمقذوفات. 


مع أن تعريف قياس الزاوية لا يدعم مفهوم الزاوية السالبة» إلا أنه من المفيد في كثير من الأحيان استخدام قيم موجبة 
وسالبة لتمثيل الاتجاهات و/أو الدورانات في اتجاهات معاكسة بالنسبة إلى مرجع. 


في نظام الإحداثيات الديكارتية ثنائي الأبعاد» تُعرّف الزاوية عادة بضلعيهاء بشرط أن يكون رأسها عند الأصل. يقع الضلع الأول 
على المحور × الموجب. بينما يُعرف الضلع الآخر حسب القياس من الضلع الأول بالراديان أو الدرجات أو الدورات. تُمثِل 
الزوايا الموجبة استدارة باتجاه المحور ۲ الموجبء وثمثل الزوايا السالبة استدارة باتجاه المحور ر السالب. عندما تُمثّل 
الإحداثيات الديكارتية بالموضع القياسيء الذي يُعرّف بأنه المحور × إلى اليمين والمحور ر لأعلى» يكون الدوران الموجب 
عكس اتجاه عقارب الساعة والدوران السالب في اتجاه دوران عقارب الساعة. 
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الشکل 6-1-3: 0۳8۸ ى موجبة ED۴‏ > سالبة 


6- لأي نقطتین ۴ و ۲ إذا كانت مساحة المستطیل 0۳ ۰ 0۴ تساوي مساحة مربع نصف قطر الدائرة التي مرکزها 0» 
فان ۴ و ۳ تسمی نقطتین متعاکستین بالنسبة للدائرة. 


7- مکمل القوس هو المقدار الذي ینقص القوس لیکون نصف دائرق أو زاوتین قائمتین. 
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2-3 قضایا من الکتاب الثالث 
القضية 1-3. مركز الدائرة |. 
من الممکن تحدید موقع مركز الداثرة. 


الاثبات آنشی دائرة وخذ أي نقطتین ۰۸ 8 على محیطها. آنثی ۸ ونصف ۸8 عند ٤‏ [10-1]. آنشی ۸8 1 CD‏ (بشرط 
أن 5 تقع على المحیط) ومد C5‏ لتتقاطع مع المحیط عند ۴. نصف 5٤‏ عند . ندعي أن ۴ مركز الدائرة. 


D 


الشكل 1-2-3: [1-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن النقطة 6» التي لا تقع على الوتر :۰ هي مركز الدائرة. أنشئ 64 و٤6‏ و 68. لاحظ أن 
6 + 2۸0۲ = 2۸06. من الواضح أن 0 < 266 . 


في ۸06 ه و BCG‏ ه: CB‏ = ۸6 حسب البناءء 68 = 6۸ ( لأنهما نصفي قطر حسب الفرضیة)» والضلع 60 
مشترك. حسب [8-1]» نجد أن 2806 = 2۸06. لذلكء كل زاوية هي زاوية قائمة. لكن 2۸6 قائمة حسب الإنشاء 
لذلك 0 = 0٤6G‏ . لکن 0 < 2106 » هذا تناقض. 

ومن ثم لا يمكن أن تكون أي نقطة مركز الدائرة بخلاف النقطة الموجودة على .5٤‏ لأن جميع أنصاف الأقطار متساوية في 
الطول و ۳0 = ۳5 يترتب على ذلك أن ۴ء نقطة منتصف ٤0ء‏ هي مرکز 1۲ 9. هذا يثبت ادعاءنا 
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الإثبات فکر في الکائنات المنشأة في الاثبات آعلاه: لأن 88 1 81 و۳ پنصف 23 کل نقطة متساوية البعد عن 
النقطتین ۸ و 8 يجب أن تقع على E5‏ [۰10-1 # 2]. نظرا لأن المرکز بعید بنفس القدر عن کل من ۸ و 8» يجب أن یقع 
المرکز على (81 . وبما أن المرکز يجب أن یکون آیضا على مسافة متساوية من ٤‏ و 1» فان المرکز هو نقطة منتصف ٤5‏ 


اللازمة 1-1-3. يمر الخط أو الشعاع أو القطعة التي نصف أي وتر في داثرة عموديًا عبر مركز الداثرة. 


اللازمة 2-1-3. المحل الهندسي لمراکز الدواثر التي تمر عبر نقطتین ثابتتين هو الخط الذي پنصف عمودیا الخط الذي يصل 


اللازمة 3-1-3. إذا كانت ۸ ۰8 ) ثلاث نقاط على محيط دائرةء فإن الخطوط التي تنصف الوترين ۰۸ 80 عموديًا سوف 
تتقاطع عند مركز الدائرة. 

تمارين 
1- اثبت [لازمة. 1-1-3]. 
2- اثبت [لازمة. 2-1-3]. 


3- اثبت [لازمة. 3-1-3]. 
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قضية 2-3. نقاط على خط داخل وخارج الداثرة. 

لأي نقطتین على محيط دائرة والخط المار بهما: 

(1) تشکل النقاط بين نهايتي الخطء على المحیط. وتزا (أي آنها تقع داخل الدائرة). 
(2) تقع نقاط الخط الأخرى خارج الداثرة. 

الاثبات آنشی 90 حیث ۸ و 8 أي نقطتین على محيط )۰ وأنشئ 88 . ندعي آن: 
(1) 88 هووتر)9. 


(2) جمیع نقاط ۸13 التي ليست على ۸8 تقع خارج الداثرة. 





الشکل 2-2-3: [2-3] 


خذ أي نقطة 0 على ۸8 وأنشئ ٥۸‏ و ) و08 . لاحظ أن 2۸۳ < 2۸۲6 حسب [16-1] ؛ لکن» 

0 = 2۸86 لأن 088 4 متساوي الساقین [5-1]. لذلك» 2۳0۸ = 2886 < ۰2۸۲6 حسب [29-1]؛ 
0 < ۸ [29-1]ء بالتالي 07 آقل من نصف قطر 0©. بالتالي» يجب أن تقع 1 داخل الداثرة [تعریف 23-1]. وبالمثل» 
تقع کل نقطة آخری بين ۸ و 8 داخل 0 ©. آخیزاء نظرًا لأن ۸ و 8 هما نقطتان في محيط ۰0 88 وتر. هذا یثبت الادعاء 
1. 


افترض 1 أي نقطة على ۸۴ بحيث إن 8۸ < 9۸ وأنشئ 6٤‏ . حسب [۰]16-1 2۸6 < 2880 ؛ مما سبق» 
0 < CAEے.‏ پترتب على ذلك أنه في ۸۲ ۰۵ ٥۸‏ < 5))» وبالتالي فان النقطة ٤‏ تقع خارج ) 9. هذا يثبت 
الادعاء 2 ونکمل الاثبات. 


اللازمة 1-2-3. أي ثلاث نقاط متسامتة لا یمکن أن تکون على محيط داثرة. 

اللازمة 2-2-3. لا یمکن أن یتقاطع خط مستقیم أو شعاع أو قطعة مع داثرة في آکثر من نقطتین. 
اللازمة 3-2-3. محیط الدائرة مقعر في كل مکان باتجاه المرکز. 

تمارین 

1- اثبت [لازمة. 1-1-3]. 
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2 اثبت [لازمة. 2-1-3]. 


3- اثبت [لازمة. 3-1-3]. 
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قضية 3-3. آوتار |. 


لأي وترین في دائرة» إذا وفقط إذاكان آحدهما يمر عبر مركز الدائرة وئنصف الآخر الذي لا يمر عبر المرکز» فإن الوتران 
متعامدين. 


الإثبات أنشئ 0© والوترين ۸8 و 01 بحيث 88 يحتوي على مركز 0 ©. ندعي أن 88 ينصف K5‏ ذا وفقط إذا كان 
CD‏ ل .AB‏ 


A 


SS 


الشكل 3-2-3: [3-3] 


افترض أن 88 يُنصف 5] . أنشئ 0€ و (01ء في C٤0‏ ۸ و DE0‏ هد: C٤ = ED‏ حسب الفرضية» 0۲ = 00 لأن 
کل منهما نصف قطر 0 ©» 0 مشترك. حسب [۰]8-1 2۳0۵ = 0 ما آنهما زاویتان متجاورتان» فکل منهما 
زاوبة قائمة» وبالتالي € 1 88 . 


افترض أن €5 1 88 . لأن 07 = 00۰06 هه متساوي الساقین؛ حسب [۰]5-1 20۳6 = 206۲. 
في 01:0 A‏ و OED‏ 200۰۸ = 20۳0۰۶2000 = 2050 لأن 02 1 ۰۸ ونتشارکان الضلع 80 . حسب [1- 
A OED 6‏ = 0:0 هر لذلك .CE = ED‏ لأن AB »€D = CE © ED‏ پنصف (1) » هذا یثبت ادعاءنا. 


یمکن أيضًا اثبات الجزء الثاني من القضية بهذه الطریقة: 

الاثبات. حسب [47-1]» نجد آن 
2 + 082 = 002 
2 + 082 = 002 


لأن 0 = ۸00 فان 0۳02 = 002 » یترتب على ذلك أن ۳۳۶ = 502 . لذلك» ۴ = 56. 


اللازمة 1-3-3. الخط الذي ينصف عمودیا آحد وترین متوازیین في دائرة ینصف الاخر عمودیّا. 
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اللازمة 2-3-3. المحل الهندسي لنقاط المنتصف لنظام من الأوتار المتوازية في داثرة هو قطر الداثرة العمودي علیهم 


اللازمة 3-3-3. إذا تقاطع خط مع داثرتین متحدتي المرکز, فإن الجزآین المقطوعین بين الدائرتين متساوبان في الطول. 
اللازمة 4-3-3. الخط الذي یصل بين مركزي دائرتین متقاطعتین ینصف الوتر المشترک عمودیا. 


التماثل. 


1- إذا وقف وتر في دائرة مقابل زاوية قائمة عند نقطة معينة» فان المحل الهندسي لنقطة المنتصف یکون داثرة. 
2- اثبت [3-3, لازمة. 1]. 

3- اثبت [3-3 لازمة. 2]. 

4 اثبت [3-3 لازمة. 3]. 

5- اثبت [3-3» لازمة. 4]. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

قضية 4-3. الأوتار || 

لأي وترين في دائرة بشرط أن یکون آحدهما على الأكثر قطزاء فإنهما لا ینصفان بعضهما البعض. 


الإثبات: آنشی الدائرة 0® والوترین ۸8 و 0) بشرط أن یکون آحدهما على الأكثر قطرًا و أن 48 و ) یتقاطعان عند 
5 حیث 0 < 2810 . ذ۱ 88 و ) لیستا قطرین» فإنهما لا یحتوبان 0 . آنشی 0۴ ومد 0۴ لانشاء ۴۲ . ندعي أنه 
لا یمکن أن AE = EB‏ و82 = CE‏ . 





الشکل 4-2-3: [4-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن 88 = ۸£ و88 = ). حسب [۰]3-3 20:۸ هي زاوبة قائمة. وعلی نحو مماثل» 20150 
هي زاوية قائمة» أو 201:0 = 20:۸. لکن 2۸6 + 20۳8۸ = 20۳۲ ولذلك 0 = 2۸۲. يترتب على ذلك أن 
0 > 092۸۳6 = 2۸56 هذا تناقض. 
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وبالتالي لایمکن أن 158 = ۸ و €٤€ = ED‏ هذا یکمل الاثبات. 
اللازمة 1-4-3. إذا نصف وتران في دائرة بعضهما البعض, فإنهما قطران. 


116 


القضية 5-3. الدوائر غير متحدة المرکز |. 
إذا تقاطعت دائرتان عند نقطتین فقط. فانهما غير متحدن المرکز. 


الاثبات أنشئ )9۸5 و ۸5 © اللتين یتقاطعان عند ۸ و 8؛ ندعي أن 8860© و ۸۳۲ © غير متحدتي المرکز. 


2 


الشکل 5-2-3: [5-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن 8860© و ۵۸۲ لهما نفس المركزء 0. أنثئ 0۸ و 00۲ حیث ۸ و8 و0 و 9 نقاط مختلفة. 
لاحظ أن 0 < 02. 


لأن 0 مرکز 00۰8۸56 = 0۸. لأن 0 مرکز ۰8۸5 07 = 0۸؛ ومن ثم 060 = 01 حیث 
0D = 00 @ 0‏ . پترتب على ذلك أن 0 = 082 و0 < 20 هذا تناقض. لذلك» 9۸86 و ۸۳۲ © غير متحدتي 
المركز. 


1- لا يمكن أن تشترك دائرتان في ثلاث نقاط دون أن تتطابق. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
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القضية 6-3. الدواثر غير متحدة المرکز ||. 
إذا قطعت دائرة دائرة آخری داخليًا عند نقطة فقطء فان الدائرتین غير متحدتي المرکز. 


الاثبات أنشئ :9۸01 و 9۸6 بشرط أن تتقاطع 886 © مع ۵۸01 داخليًا في ۸ فقط. ندي أن ۵۸0 و 4880 © غير 
متخدق المرکز. 


الشكل 6-2-3: [6-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن :9۸1 و ۸6 متحدتا المركزء وأن 0 مرك زكل منهما. أنشئ 02 و 085 . لاحظ أن 
BD > 0‏ ؛ إذاكان 0 = 8 فان B = D‏ و ۸۲۳ و AB]‏ تتقاطعان عند نقطتين» على عكس الفرضية. 


لأن 0 هو مركز كل من الدائرتين حسب الفرضية» 08 = 0۸ و01 = 04 ؛ فان 02 = 08 و 
BD = 0‏ © 08. ومن ثم 0 = 8 هذا تناقض. لذلكء فان الدائرتين غير متحدتي المركز. 
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قضية 7-3. تفرد آطوال القطع من نقطة على القطر غير المرکز. 

لأي نقطة على قطر دائرة بخلاف المرکزء آنشی عددًا محدودًا من القطع إلى المحیط: 
(1) ستحتوي القطعة الأطول من القطع المنشأة على مركز الداثرة. 

(2) ستشکل آقصر قطعة منشأة مع آطول قطعة قطرًا. 


(3) فیما یخص القطع الأخرى» کل قطعة لها نهاية على المحیط آقرب إلى إحدى نهايتي القطعة الأطول تکون آطول من أي 
قطعة آخری لها نهاية آبعد عن نهاية القطعة الأطول. 


(4) يمكن بناء قطعتین متساویتین فقط من كل نقطة إلى المحيط» وتقع کل قطعة على جانب مختلف من القطر. 


الإثبات أنشئ 0 © بشرط أن ۲ نقطة على القطر ۸۴ بحيث تکون 0 و ۳ نقطتین مختلفتین. آنثی عددًا محدودّا من القطع 
من 2 إلى المحيط (۰۳۸ ۳۳۴ ۰۳ إلخ). لاحظ أن ۳۸ على القطر. سنثبت الادعاءات الأريع. 





الشکل 7-2-3: [7-3] 6۲۸6 


1- آطول قطعة ۳۸ هي القطعة التي تمر عبر 0. 


أنشئ 08 حيث 8 هي نقطة على 0©. من الواضح آن» 08 = ۰.0۸ من هذا نحصل علي 
.PA = OA + OP = OB + OP‏ في 028 هد: لأن OP < PB‏ + 08 حسب [۰]20-1 28 < ۲۸. لأن هذه 
المتباينة تنطبق على أي قطعة منشأة باستخدام هذه الطريقة» فإن ۳۸ هي أطول من كل القطع المنشأة. 


2- امتداد ۶۸ في الاتجاه المعاکس» ۳17 » أقصر من كل القطع المنشأة. 
أنشئ 05 وفي 0۳ ھ: حسب [۰]20-1 00 < PD‏ + 0. لأنء 0D = OE = OP + PE‏ فان 
OP + PD > OP + PE‏ 
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PD > PE 
لأن هذه المتباينة صحيحة لأي قطعة منشأة باستخدام هذه الطريقة» فان ۳۳ أقصر من كل القطع المنشأة.‎ 





الشکل 8-2-3: [7-3] 1:86 © 


3- فيما يخص القطع الأخرى» كل قطعة لها نهاية على المحيط أقرب إلى إحدى نهايني القطعة الأطول (۶۸) أطول من أي 
قطعة لها نهاية أبعد عن القطعة الأطول (أي ۳ < 20 < 28 < ۴۸). 


أنشئ 06 › في 208 هه و 200 00:۵ = 08 و08 مشترك. لأن 28060 + 25200 = 22508 » نجد أن 
60 < 2۳08. حسب [24-1]› 20 < 8 . وبالمثل» 527 < 20. 


4- يتساوى طول القطعتین» وفقط القطعتین اللتين يصنعان زاويتين متساويتين مع القطر وتقع کل منهما على جانب 
مختلف من القطر (أي ۳۳ = (۳). 


عند 0» أنشئ 2۳00 = 2۳0۳ وأنشئ ۳۳. فیما یخص ۳0۲ هد و ۳0۲ هد: 017 = ۰09 02 مشترك 
و2۳0۴ = 2۳0۲ حسب الانشاء. حسب [۰]4-1 A POF‏ = ۳0۲ هه ولذلك 20۳0 = 20۳۳۴ و 
.PD = PF‏ 


ندعي أنه لا يمكن إنشاء قطعة ثالثة من ۳ تساوي ۲۴ = ۳. افترض أن هذا ممكنًا وآن ۳0 = ۳6. عندها 
P۴‏ = ۳6 هذا یتعارض مع الادعاء 3 أعلاه. 


هذا يكمل الإثبات. 


اللازمة 1-7-3. إذا أنشئت قطعتين متساویتین ۰۳ ۳۳ من النقطة 2 إلى محيط الدائرة» فان القطر المار ڊ ۳ ينصف 
P۴‏ المتشكلة بالقطعتین. 


اللازمة 2-7-3. إذا كانت ۴ هي المركز المشترك للدوائر التي آنصاف آقطارها ۳۸ ۰۳8 ۰۳0 ۳ وما إلى ذلكء فان: 


(1) الدائرة التي نصف قطرها هو القطعة الأكبر (9۳ لها نصف قطر ۳۸) تقع خارج ٩0‏ وتتقاطع معها عند ۸ [تعریف 3- 
4]. 
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(2) تقع الدائرة التي نصف قطرها هو القطعة الأصغر ( 8۲ لها نصف قطر :۳1) داخل ٩0‏ وتتقاطع معها عند .٤‏ 
(3) الدائرة ذات أي من آنصاف الأقطار الأخرى (مثل ۳۲) تتقاطع مع ٩0‏ في نقطتین (مثل ط ۴). 

تمارین 

1- اثبت [لازمة. 1-7-3]. 

2- اثبت [لازمة. 2-723 ]: 


ملحوظة [7-3] هي توضيح جيد للتعريف المهم التالي: إذا عَبّر مقدار هندسي موضعه باستمرار وفقًا لأي علاقة مُعرفة 
جيدًاء واذا احتفظ بنفس القيمة طوال الوقت. يُقال إنه ثابت (مثلما أن نصف القطر لدائرة ثابت). 


ولكن إذا زاد المقدار لبعض الوقت ثم بدأ في الانخفاضء فيقال إنه "الأقصى" عندما تتوقف الزيادة. لذلك في الشكل السابق» 
۸ التي نفترض أنها تدور حول 2 وتلتقي الدائرة» هي القطعة الأكبر. 


مرة أخرىء إذا انخفضت لبعض الوقتء ثم بدأت في الزيادة» فهي الأصغر عند بداية الزيادة. لذا فإنّ 2015 التي نفترض أنها 
تدور حول ۴ وتلتقي الدائرة» هي الأصغر. [8-3] ستوفر توضيحات أخرى لهذا المفهوم. 
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القضية 8-3. آطوال القطع من نقطة خارج الدائرة وتفردها. 

لأي نقطة خارج داثرة» إذا آنشئت» من تلك النقطةء قطع بشرط أن تتقاطع مع محيط الدائرة عند نقطتین» واحدة على 
الجانب "الخارجي" أو المحدب من المحیط والأخرى على "الداخلي" أو المقعر من المحیط. افترض قطعة منشأة تمر 
خلال مركز الدائرة وآخریات داخل نفس نصف الداثرة ولکن لیس عبر مركز الداثرة. فإن: 

(1) تمر القطعة الأكبر عبر المرکز. 

(2) تکون القطع الأقرب إلى القطعة المارة عبر المرکز آکبر في الطول من الأبعد. 

(3) إذا أنشئت قطع إلى المحیط المحدبء فان القطعة الأصغر هي القطعة التي تمر عبر المرکز عند مدها. 

(4) في القطع الأخرىء تکون القطعة الأقرب من القطعة الأصغر آصغر من القطعة الأبعد. 


(5) من النقطة خارج الداثرة» یمکن إنشاء قطعتین متساویتین إلى المحیط المقعر أو المحدب, وکلاهما یصنع نفس 
الزاوية مع الخط المار عبر المرکز. 


(6) لا يمكن إنشاء ثلاثة قطع متساوية أو أكثر من النقطة خارج الدائرة إلى أي من المحيطين. 


الإثبات أنشئ ۰80 والنقطة ۳ خارج ۰60 وجميع النقاط المشار إليها في الشكل أدناه. سنثبت كل ادعاء على حدى. 





الشكل 9-2-3: [8-3] 0 © 


1- القطعة الأكبر تمر عبر المركز. 


.]20-1[ OB + OP > BP ه:‎ BOP في‎ .AP = OA + OP = OB + 0۳ ولذلك‎ 0۸ = OB لاحظ أن‎ 
.۸۳ < ۲۳ لذلكء‎ 
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الشکل 10-2-3: [8-3] 0 © 


2- تکون القطع الأقرب إلى القطعة المارة بالمرکز أكبر في الطول من القطع الأبعد. 


في A BOP‏ و COP‏ 06:۸۵ = 00۰038 مشترك و 260۳ < 80.. لذلك» 6۳ < 8۳ [24-1]. وبالمثل, < 072 
P‏ » الخ. 


3- إذا أنشئت قطع إلى محيط محدبء فان القطعة الأصغر هي التي تمر عبر المركز عند مدها. 
نی 072 OF + FP > OP = OE + EP :A‏ [20-1]. لأن «OF = OE‏ نجد أن .FP > EP‏ 
4- من القطع الأخرى» تكون القطعة الأقرب من الأصغر أصغر من القطعة الأبعد. 


في602 A‏ و FOP‏ ۳0:۵ = ۰60 0۳ مشترك و 2۳0۳ < 2607. حسب [۰]24-1 ۴۴ < 6۲. وبالمثل 
GP‏ > ملل 


5- من النقطة خارج الدائرةء يمكن إنشاء قطعتين متساویتین إلى المحيط المقعر أو المحدب» وكل منهما يصنع نفس الزاوية 
مع الخط المار عبر المركز. 


أنشئ 2۳0۲ بحيث إن 2۳0۳ = 2۳01 [23-1]» و في102 A‏ و F0 :A FOP‏ = ۰10 07 مشترك و 
۲ = 210۳ حسب الإنشاء. حسب [۰]4-1 ۳۳ = 1. تستوفي القطعتان 1۳ و ۴۴ المتطلبات المذكورة آعلاه؛ 
هذا یثبت ادعاءنا. 


6- لا يمكن إنشاء ثلاث قطع متساودة أو أكثر من أي نقطة خارج دائرة إلى أي من المحيطين. 


آعلاه» حصلنا على ۲۳ = 1۴. ندعي أنه لا يمكن إنشاء قطعة ثالثة من 2 تساوي 1۳ و ۴۴. افترض أن هذا ممكن وأن 
P۴‏ = ۳1. ولکن» حسب الادعاء 4> ۳۲ < ۴. هذا التناقض یثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-8-3. إذا مدت 21 لتلتقي الدائرة عند 1ء فان 528 = ,آ2. 


اللازمة 2-8-3. إذا أنشئت القطعتين المتساويتين من 7 إلى المحيط المحدب أو المقعرء فان القطر عبر ۳ ينصف الزاوية 
بينهماء وتكون الأجزاء المقطوعة» التي تقطعها الدائرة» متساوية في الطول. 


اللازمة 3-8-3. إذاكان 2 هو المركز المشترك للدوائر التي أنصاف أقطارها قطع منشأة من إلى محيط 0 ©» فإن: 
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أ) الدائرة التي يكون نصف قطرها هو القطعة الأصغر (:۳1) تکون متصلة خارجیّا ب 0® [تعریف 4-3]. 
ب) الدائرة التي یکون نصف قطرها هو القطعة الأكبر (۳۸) یکون متصلة داخليًا ‏ 90. 

ج) الدائرة التي یکون نصف قطرها أي من القطع الأخرى (۳۲) تتقاطع مع 0 © عند نقطتین (1۰۳). 
تمارين 

1- اثبت [لازمة. 1-8-3]. 

2- اثبت [لازمة. 2-8-3]. 


3- اثبت [لازمة. 3-8-3]. 
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قضية 9-3. مركز الداثرة ||. 
النقطة داخل الدائرة التي يمكن منه بناء ثلاث قطع متساوية أو أكثر إلى المحيط هي مركز تلك الدائرة. 
الإثبات آنشی :8860© والقطع المتساوية 14 و 08 و .0٤‏ ندعي أن 2 هو مركز )۸8 . 


H 


الشكل 11-2-3: [9-3] 
آنشی 88 و 8€ ونصفهما عند النقطتين 15 و ۴ء على التوالي [10-1]. ثم أنشئ GEDK‏ و .LDFH‏ 


في A AED‏ و ED :A BED‏ مشترك EB‏ = ۸8 و9۸ = 08 لأن کل منهما نصف قطر 8860 ©. حسب [8-1] ۸ھ 
BED‏ ۸ > ۸۳0 ولذلك» 28170 = LAED؛‏ ولذلك» 2۸8۲ و BED‏ کل منهما زاوية قائمة. 


لأن AB‏ ل GEDK‏ و EDK‏ پنصف ۰۸ [1-3 لازمة. 1] تنص على أن مرکز ۸6 © هو نقطة على ٤5)‏ 6. وبالمثل» 
فان مرکز )۸ © هو نقطة على 1,1(1'11. لأن ۳۲1 و [۳۲,] یتقاطعان عند 0ء فان 7 هو مرکز :)88 © . 
اثبات بدیل: 


الاثبات لأن 1:9 = ۵ القطعة التي تنصف ,۸1 2 تمر عبر المرکز [7-3 لازمة. 1]. وبالمثل» فان القطعة التي تنصف 
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القضية 10-3- تفرد الدوائر. 
إذا اشترکت دائرتان في آکثر من نقطتین من محیطیهماء فانهما متطابقتان. 


الوثبات أنشئ 9۸36 و 7488 © بشرط أن یکون بينهما آکثر من نقطتین مشترکتین. ندعي أن ۸36 و 9۳۸5 یتطابقان. 


6 


A 
]10-3[ :12-2-3 الشكل‎ 


افترض أن ۵۸36 و 3۸ تشتركان في ثلاث نقاط () ,8 ب۵). من ۴ء مرکز )9۸1 آنشی القطع 20 ۳8۰ P۸۰‏ ؛ لأن کل 
منهم نصف قطرء ۳ = 28 = ۳۸. 


لأن ۸ داثرة و ۴ نقطة يمكن منها إنشاء ثلائة قطع متساوية ۳۸ و 28 و )2 إلى محیطهاء فان ۴ هي أيضًا مرکز 
78 ([9-3]. حسب [تعريف 1-3] ۸۳6 و ۸8( © تتطابقان» مما یثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-10-3. لا یمکن لأي دائرتين غير متطابقتین أن تشترکان في آکثر من نقطتین. 
ملحوظة على غرار [10-3 لازمة. 1]» لا یمکن أن یکون هناك آکثر من نقطة مشتركة بين خطین غير متطابقین. 
التمارین. 


1- اثبت [لازمة. 1-10-3]. 
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القضية 11-3. القطع التي تحتوي على مراکز الدوائر. 
إذا مست داثرة داثرة آخری داخليًا عند نقطة ماء فیجب أن يحتوي الخط الذي پربط بين مركزي الدائرتين على نقطة 
التقاطع. 


الوثبات أنشئ 0® و !91 بشرط أن 0۲ تمس 0 داخليًا عند ۳. أيضَا آنشی 011 . ندعي أن 011 يحتوي على . 





الشکل 13-2-3: [11-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن ۴ هي مرکز 911 بشرط أن 8 لا تقع على ۰0۳ وأنشئ 88. مد :01 لتتقاطع مع 91۷ عند 6 و 9 
وتتقاطع مع 90 عند ۸ و 8. لأن 15 نقطة على قطر 0 © بين 0 و ۸ء ۳۳ > ۴۸ [7-3]. 

لاحظ أن 0۸ + .EA = EC‏ لأن 0 > ۳6۰۸ < .EA۸A‏ لاحظ أيضًا أن ۳6 = 82 لأن کل منهما نصف قطر ۰011 
ولذلك 8۳ < 8۸. لکن ۳ > 54 آعلاه؛ هذا تناقض یوضح أن مركز الدائرة الداخلية» 11» يجب أن یقع على 02 ؛ أي 
أن 0۴ يحتوي على 11. هذا یکا قولنا أن 0۴ يحتوي على ۴ هذا یکمل الاثبات. 

اثبات بدیل: 

الاثبات لأن ۳۳ قطعة منشأة من نقطة داخل الداثرة 0 © إلى محیط 90 ولکن ليست جزء من القطر المار عبر 15» فان 
هذا تناقض. حجة مماثلة تنطبق على جمیع النقاط التي ليست على 07. وعلی هذاء يجب أن بقع مركز 0 على 07. 
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القضية 12-3. الدوائر المتقاطعة |. 
إذا تقاطعت دائرتان خارجیّا عند نقطة فقطء فان القطعة التي تصل بين مرکزیهما تحتوي على نقطة التقاطع. 


الاثبات آنشی 9۳6۲ و :۵۳01 اللتين یتقاطعان خارجیّا عند النقطة 8. ندعي أن 86 يحتوي على ۲ . 





الشکل 14-2-3: [12-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن 8 هي مرکز ۵۳017 ولا یقع على ٤‏ ۸۴. أنشئ ۸8ء التي نتقاطع مع ۵۳ عند 2 و 9۳6 عند 
6 ولکن لا تتقاطع عند ۴. أيضّاء أنشئ 8۴. وفقّا لفرضیتناء ۸6 = ۸۳ و8 = 88. بالتالي 


AC + DB = AP + BP 


لاحظ آیضّا أن 58 © ٤5‏ © ۸0 = 88 حيث 0 < 6 ؛ يترتب على ذلك أن 58 + ۸6 < ۸8. حسب المعادلة 
المذكورة أعلاه .AB > AP + BP‏ 


في 828 هم: نجد أن آحد أضلاع ۸۳ هه أكبر من مجموع الضلعين الآخرين» هذا يتناقض مح [20-1]. لذلك» يقع مركز 

1 على ۸۶۴ عند 6. يحتوي ۸6 على ۰۳ وهذا یکمل البرهان. 

[ثبات بدیل: 

الوثبات افترض أن مرکز ٩۳17‏ یقع على 82. لأن 3۳قطعة منشأة من نقطة خارج 8017© إلى محیطها والتي لا تمر عبر 
المرکز إذا مدت» فان الدائرة التي یکون مرکزها 8 و نصف قطر 8۴ يجب أن تقطع الدائرة 9۳6 عند ۲ [8-3 لازمة.3]. 
ومع ذلك. فان داثرة کهذه تمس 2017 © عند ۳ حسب الفرضية» وهذا تناقض. لأن 87 هي أي قطعة بخلاف ۳[7» يجب 
أن يقع مرکز :۳1 على ۴٤‏ . 


ملحوظة [11-3] و[12-3] يمكن كتابتهما كمبرهنة واحدة: "إذا تماست دائرتان في أي نقطةء فإن المركزين وهذه النقطة 
يكونوا متسامتين." هذه حالة حدية للمبرهنة المعطاة في [3-3» لازمة. 4]: "الخط الذي يريط بين مركزي دائرتين 
متقاطعتين ينصف الوتر المشترك عموديًا. " 
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الشکل 15-2-3: [۰]12-3 افترض أن 60 و "0 لهما نقطتا تقاطع» ۸ و 8. افترض آیضا أن ۸ تظل ثابتة بینما تتحرك 
الدائرة الثانية بشرط أن تتطابق النقطة 8» في النهاية» مع 4. لأن القطعة 007 تنصف دائمًا 25 فإن”00 تتقاطع مع ۸. 
نتيجة لهذه الحركة» يصبح الوتر المشترك (1:) مماسًا لكل دائرة عند 4. 

اللازمة 1-12-3. إذا تماست دائرتان» فإن نقطة تقاطعهما هي اتحاد نقطتي تقاطع. (أي عند حساب عدد النقاط التي 
تتقاطع عندها الدائرتان» يمكننا اعتبار نقطة التقاطع هذه نقطتين.) 


اللازمة 2-12-3. إذا تماست دائرتان في نقطة» فلا يمكن أن يكون لهما أي نقطة مشتركة أخرى. 





الشكل 16-2-3: [2-3» لازمة. 2] 


وذلك لأن أي داثرتین لا یمکن أن تحتودا على آکثر من نقطتین مشترکتین [10-3] ونقطة تماسهما تكاف نقطتین» فلا یمکن أن 
يكون لداثرتین متماستین أي نقطة آخری مشترکة. فیما يلي إثبات صوري لهذه اللازمة: 


129 


أنشئ 0 و "0 حیث ۸ هي نقطة التقاطع» وافترض أن "0 تقع بين 0 و ۸. خذ أي نقطة آخری 8 في محیط ۰80 
وأنشئ 078 . حسب [۰]7-3 0۸ < 0'8 . لذلك» تقع 8 خارج محیط الداثرة الداخلية. ومن ثم لا یمکن أن تکون 8 
مشتركة لکلتا الداثرتین. نظرًا لأن النقطة 8 نقطة اعتباطية» لا یمکن أن یکون للداثرتین أي نقطة مشتركة آخری باستثناء 
النقطة ۸. 
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القضية 13-3. الدواثر المتقاطعة ||. 
لا یمکن لداثرتین أن تتماسا في نقطتین داخلیّا أو خارجیا. 


الوثبات نقسم الاثبات إلى حالتین: التماس الداخلي والتماس الخارجي 


A B 


© 
تحت 
رح 
K‏ 


الشكل 17-2-3: [13-3] 


حالة التماس الداخلي: افترض وجود دائرتين مختلفتين 80:8 © و ۰۵۸۲ متماستین داخلیّا عند النقطتین ۸ و 8. لأن 
الدائرتين متماستين عند 4» تمر القطعة الواصلة بين مركزيهما عبر ۸ [11-3]. وبالمثل» تمر القطعة الواصلة بين مركزيهما 
عبر 8. ومن ثم» فإن مركزي هاتين الدائرتين والنقطتين ۸ و 8 يقعون على ۸۳ ولذلك ۸8 قطر لكل من الدائرتين. تصف 
5 عند 15: من الواضح أن ۴ هي مركز کل من الدائرتين» أي إن الداثرتین متحدتي المركز. هذا يتناقض مع [۰]5-3 وبالتالي 
8 و DB‏ لا يتماسان داخليًا عند نقطتين. 

حالة التماس الخارجی: إذا مست الدائرتان 6۴ و11 © خارجيًا عند النقطتين 1 و [ بحيث ] و [ نقطتان مختلفتان» حسب 
[۰]12-3 تحتوي 811 على النقطتين 1 و [ ؛ بعبارة آخری» [ و [ غير مختلفتين» هذا تناقض. وبالتالي» 91 و 11 © لا تتماسان 
إثبات بديل لحالة التماس الداخلى: 

الإثبات أنشئ خطّا ینصف ۸8 عمودیا. حسب [1-3 لازمة. 1]» يمر هذا الخط عبر مرکز کل من الدائرتين» وحسب [11-3] 
و [12-3] يجب أن يمر عبر كل نقطة تقاطع» وهذا تناقض. ومن ثم لا يمكن لدائرتين أن تتماسا عند نقطتين. 

ملحوظة هذه القضية هي استدلال مباشر من [12-3 لازمة. 1] أي أنه إذا احتسبت نقطة التماس بنقطتين» فان أي 
تماسين سيكونان مكافئين لأريعة تقاطعات؛ لكن لا يمكن أن يكون هناك أكثر من تقاطعين [10-3]. كما أنه يترتب على [3- 
2 لازمة. 2]» أنه إذا تماست أي دائرتين عند النقطة (4)» فلا يمكن أن يكون بينهما أي نقطة أخرى مشتركة؛ وبالتاليء لا 
يمكنهما التماس مرة أخرى في 8 . 


تمارين 
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1- إذا مست دائرة ذات مركز غير ثابت دائرتين ثابتتين خارجيّاء فان الفرق بين بعدي مرکزها عن مركزي الدائرتین الثابتتین 
يساوي فرق أو مجموع نصفي قطريهماء حسب نوع التماس (داخلي أو خارجي)؛ ما إذا كان نفس النوع في للحالتین أو نوعین 
مختلفين [تعريف 4-3]. 

2- إذا مست دائرة ذات مركز غير ثابت إحدى دائرتين ثابتتين داخليًا ومست الدائرة الثابتة الأخرى خارجيًا أو داخليّاء فان 
مجموع بعدي مركزها عن مركزي الدائرتين الثابتتين يساوي مجموع أو فرق نصفي قطريهماء حسب نوع التماس بالدائرة 
الثانية؛ ما إذا كان داخليًا أم خارجيًا. 

3- افترض أن دائرتين تتماسان خارجيًا. إذا آنشی أي قاطع خلال نقطة التقاطع بحيث يقطع الدائرتين» مرة آخری» في 
نقطتين» فإن أنصاف الأقطار المنشأة إلى هاتين النقطتين متوازيتان. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 

4- افترض أن دائرتين تتماسان خارجيًا. إذا كان القطران في هاتين الدائرتين متوازيين» فإن الخط الممتد من نقطة التقاطع إلى 
نهاية لقطر منهما يمر عبر نهاية للآخر. [انظر الفصل الأخير للحصول على حل.] 
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القضية 14-3. تساوي أطوال الأوتار 
تتساوی الأوتار في دائرة إذاء وفقط إذاء كانت متساودة البعد عن المرکز. 


الاثبات آنشی 0 التي فیها الوتران 273 و (. ندعي آن CD‏ = 5 إذا وفقط إذا كانت 88 و65 متساويي البعد عن 
المرکز. 
@ ۳ 


الشكل 18-2-3: [14-3] 





افترض أن 67 = ۸8 آنثی 88 1 08 و01 1 OF‏ . ندي أن ۳0 = 80. 


أنشئ ۸0 و 00. لأن ۸5 وتر في ۵0 و :01 قطعة عمودية منشأة من المرکز إلى 1» فاٍن 017 تنصف 818 [3-3]؛ أو 
8 = ۸۳. وعلی نحو ممائل» ۳۲ = 601. لأن 0۳ = ۸ حسب الفرضية 0۲ = ۸۳ 


لأن 20۳۲ قائمق 80(7) + 418(2) = (۸0) حسب [47-1]. وبالمثل 870(2) + 0۳(۶) = *(60). ہما آن 
7) = A0(2)و‏ *(0۳) = »)AE)‏ لدینا *(۳0) = 50(2)؛ وبالتالي ۳0 = .E0‏ 


افترض إنشاء ۳0 = 80 بطريقة مشابهة لما ورد علاه. ندعي أن ٤۲‏ = ۸8. 


آنشی 80 و 60. حسب [47-1] وعلی نحو مماثل للاثبات آعلاه» ۳0(2) + 07(2) = 80(2) + ۸۳(2) حیث 
7) = *(0:) حسب فرضیتنا. ومن ثم *(0۳) = *(۵1) وبالتالي .AE = CF‏ لکن AB = 2 ۰ AE‏ و 
٠ CF۴‏ 2 = )€ حسب [3-3]› ولذلك .AB = ٤5‏ 

تمارين 
(أ) يكون المحل الهندسي لنقطة المنتصف دائرة؛ 


(ب) يكون المحل الهندسي لأي نقطة ثابتة على الوتر دائرة. 
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القضية 15-3. تباین آطوال الأوتار. 

القطر هو آطول وتر في الدائرةء لأي وترین یکون الأقرب إلى المرکز هو الأطول. 

الاثبات أنشئ ٩0‏ التي قطرها ۸8 وفیها الوتران 17 و "77 بشرط أن یکون 67 آقرب إلى 0 من .٤۴‏ ندعي آن: 
(1) 48 هو أطول وتر في الداثرة ؛ 

‘CD > EF (2) 

(3) الأوتار الأطول أقرب إلى المركز من الأوتار الأقصر. 


| 


٠‏ م سب 
E‏ 
الشكل 19-2-3: [15-3] 
(1) ندعي أن 88 هو أطول وتر في الدائرة. 
أنثئ 0€ و 01 و08 وكذلك () ل 06 و88 1 08 . لاحظ أن .AB = OA + OB = 00 + 0D‏ في 


0 ه: CD‏ < (00 + 06) حسب [20-1]. لذلك» 00 < 48 . لأن اختيار 07 كان اعتباطيّاء هذا یکمل 
الاثبات. 


(2) ندي أن ۳۲۳ < .)D‏ 


لأن 60 آقرب إلى 0 من 577 حسب الفرضية فانه یترتب عن ذلك أن 011 > 06 [14-3]. لأن 006 ۸ و 011۲ A‏ 
مثلثان قائمان» نجد أن 60(2) + 06(2) = *00) و118(2) + (OH)‏ = 08(2) . بما أن «OC = OE‏ 
۶ + 011(2) = 60(2) + 06(2). لکن 011(2) > 06(2).: ولذلك 118(2) < 60(2). پترتب على ذلك 
أن HE‏ > 66. بما أن 660 ٠‏ 2 = 05 و88 ۰ 2 = ۲ حسب [۰]3-3 .CD > EF‏ 

(3) الأوتار الأطول أقرب إلى المركز من الأوتار الأقصر. 

افترض أن 157 < 62. ندعي أن 011 > 06. 

كما في السابق» نجد أن 115(2) + 011(2) = *(060) + 06(2). حسب فرضيتناء1115:(2) < *(060) . لذلك 
«(0G)2 > )7‏ وبالتالي OH‏ > 06. 


3 


تمارين. 
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1- آقصر وتر یمکن بناؤه عبر نقطة داخل دائرة هو العمودي على القطر الذي يمر عبر تلك النقطة. 
2 من أي نقطة» داخل دائرة أو خارجهاء أنشئ وتر يساوي طول وتر معین. 
3- من إحدى نقطتي التقاطع بين دائرتين» أنشئ قاطع 

(أ) بشرط أن يكن مجموع الجزئین المقطوعين بالدائرتين هو الأقصى؛ 

(ب) يكون له أي طول أقل من الأقصى. 


4- افترض أن دوائر تمس بعضها البعض خارجيًا عند ۸ و 8 و ) ومد الوترين 88 و ۸6 لاثنين منهما ليلتقيا بالدائرة الثالثة 
في النقطتين 1 و 5. اثبت أن 5٤‏ هو قطر الدائرة الثالثة ويوازي القطعة الواصلة بين مركزي الدائرتين الأخريين. 
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القضية 16-3. العمودي علي قطر داثرة. 


یتقاطع العمود على قطر دائرة (من نهایته) مع المحیط عند نة نقطة فقطء وأي 3 قطعة آخری تمر بنهاية القطر تتقاطع مع 
الدائرة في نقطتين. 


الإثبات أنشئ ) © التي فيها النقاط ۸ و 8 و11 على محيطها حيث 88 هو قطر )6 . آیضا آننی 811 و A8‏ 1 [8 حيث 
يتقاطع أ8 مع © © عند 8. ندعي أن: 


(1) آ8 تمس 0© عند 8 فقط؛ 


.©) تقطع‎ BH )2( 


۱ 
الشکل 20-2-3: [16-3] 


الادعاء 1: آ8 یمس 0© عند 8 فقط. 


افترض أن 1 هي أي نقطة على 81 وآنشی القطعة [6. لأن 2081 قائمق 81(2) + 08(2) = 01(2) حسب [47-1]. 
یترتب علي ذلك أن 08(2) < 01(2)» ولذلك 08 < 01. حسب [2-3]» 1 تقع خارج ) 8. وبالمثل» فان کل نقطة آخری 
في 9 باستثناء 8 تقع خارج 0©. ومن ثم» یتقاطع 81 مع 06 عند 8 فقط. 

الادعاء 2: 811 تقطع © ©. 


آنشی 811 1 66 . یترتب علي ذلك أن 68(2) +  )66(۶‏ 80(2). لذلك 66(2) < 386(2)» ولذلك 
6 < 80. حسب [2-3]» يجب أن تقع 6 داخل ۰86 وبالتالي إذا مدت 86» يجب أن تتقاطع أيضًا مع )© عند [] 
وبالتالي تقطعها. 


هذا يكمل الإثبات 


تمارين 
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1- لأي دائرتين متحدتي المركزء جمیع أوتار الداثرة الأكبر التي تمس الداثرة الأصغر تکون متساودة في الطول. [انظر ال 


2 آنشی خط مواز لأي خط یمس أي داثرة. 

3- أنشئ خطًا عمودیّا على أي خط یمس أي داثرة. 

4- أنشئ دائرة مركزها عند نقطة معينة 

(أ) وتمس خطاً معيناً؛ 

(ب) وتمس دائرة معينة. 

كم عدد الحلول لهذه الحالة؟ 

كد أنقى ذائرة لوا 8 قطر معين وتمس خطين معينين. كم عدد الحلول؟ 
6- جد المحا الهندسي لمراكز نظام من الدوائر التي تمس أي خطين. 


7- أنشئ دائرة لها أي نصف قطر وتمس أي دائرة وأي خط أو تمس أي دائرتين. 
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القضية 17-3. المماسات للدوائر |. 
من الممکن بناء مماس لأي داثرة من نقطة خارج الداثرة. 


الاثبات آنشی 90 و ۳ بشرط أن تکون ۳ خارج 0©. نرغب في بناء المماس 87 ل 60. 


4 


١ 


LN 


P 


۳-۱ 


4 


الشکل 21-2-3: [17-3] ( © )(8 ) 
آنشی نصف القطر 06 ومد 00 لانشاء 0۴. آنثی الدائرة ,60 التي مرکزها 0 و نصف قطرها 0۴ » آیضا آنشی 
۲ ل 68. أنشئ 0۸ التي تتقاطع مع 90 في 8» وآنشی 87. ندي أن 8۴ هي المماس المطلوب ل 0 ©. 


لأن 0 مركز 0 © و ,0® < فان OA = OP‏ و08 = 00. في A AOC‏ و۳05 0۳:۵ = 058۰0۸ = 00 وكل 
مثلث يتشارك 2۳۵۴ = 2۸06 = ۸2106. حسب [۰]4-1 P08‏ ۸ = ۸06 ۾ » ولذلك 

.2 000۸ = ۳ 

لکن 200۸ قائمة حسب الانشاء؛ وبالتالي ۳ قائمة» وحسب [16-3]»› BP‏ تمس 60 عند 8. حسب التعردف» فان 
۳ هي مماس ل 90 عند النقطة 8» هذا يثبت ادعائنا. 


اللازمة 1-17-3. إذا مدت 80 لانشاء ۸۴ وأنشئت ۰015 فستقطع 90 عند [. ۳ هو المماس الثاني 0 © عند 2. 
تمارين 


1- أثبت أن المماسين 28 و (21 في [17-3] متساوبان في الطول لأن مربع كل منهما يساوي مربع 0۴ ناقص مربع نصف 
القطر. 
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2- إذا كان الشکل الرباعي محیظا بدائرة» فإن مجموع طولي أي ضلعین متقابلین يساوي مجموع طولي الضلعین الآخرین. 
3- إذاكان متوازي الأضلاع محیظا بدائرة» فلا بد أن يكون معیثاه ومن ثم یتقاطع قطربه عند المرکز. 

4- إذا أنشئت (81 وتقاطعت مع 0۳ عند ۴ء فعندئظٍ 1 1 0۶ 

5- المحل الهندسي لتقاطع مماسين متساوبین لدائرتين هو قطعة (تسمى المحور الأساسي أو خط القوة للدائرتين). 


6- جد نقطة بشرط أن تكون المماسات منها إلى أي ثلاث دوائر متساوية. (تسمى هذه النقطة بالمركز الأساسي للدوائر 
الثلاث). 


7- اثبت أن المستطيل 02 ٠‏ 0۳ يساوي مربع نصف قطر 0©. (ملاحظة: نحدد موقع النقاط المتعاكسة بالنسبة إلى 0 ©. 
انظر التعريف أدناه.) 

8- الجزء المقطوع على مماس متغير بواسطة مماسين ثابتين يقف مقابل زاوية ثابتة عند المركز. 

9 أنشئ مماسًا مشترکا لدائرتين. وضح كيفية بناء قطعة تقطع دائرتين بشرط أن تكون الأوتار المقطوعة ذات أطوال معينة. 


10- اثبت [لازمة. 1-17-3]. 
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القضية 18-3. المماسات على الدوائر .١١‏ 
إذا مس خط دائرة» فان القطعة من مركز الدائرة إلى نقطة التقاطع مع الخط تکون عمودية على الخط. 


الوثبات أنثئ 60 حیث النقطة © على محیطهاء وأيضًا آنشی (01. وندي أنه إذا 25 مس 0ه » فان 61 1 0€. 


A 





الشكل 22-2-3: [18-3] 


افترض بدلاً من ذلك أن قطعة آخری 06 منشأة من المركز بشرط أن 6 1 06 حیث تقطع 06 الدائرة عند ۴. لأن 
الزاوية 2066 قائمة حسب الفرضية الزاوية 006 ى يجب أن تكون حادة [17-1]. حسب [19-1]» لكن 
OF © 6‏ = 06 و0۳ = 0€ ولذلك 06 > ۰.06 هذا تناقض. ومن ثم 60 1 00. 
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القضية 19-3- المماسات للدواثر اا. 
لأي خط مماس لدائرة» يمر العمودي المبني من نقطة التقاطع عبر مركز الدائرة. 
الاثبات افترض أن 88 مماس 0۸1 . ندعي أنه إذاكان ۸€ 1 88 ۰ فان 26 يحتوي على مرکز 02/4 ©. 


A 





الشكل 23-2-3: [19-3] 


افترض خلاف ذلك: أن 0 مرکز 607۸ وآنشی 20. لاحظ أن 0 < 20۸6 .لأن 48 یمس 607۸ و 02 مبنية من 
المرکز إلى نقطة التقاطع» ۸ 1 0۸ حسب [18-3]. لأن ۸6 1 ۸ حسب الفرضية» 20۸ و20۸8 قائمتان. 


پترتب على ذلك أن 478 = ۵8 و20۸ + 20۸۵5 = 0۸5 وبالتاي 0 = 20۸ 
و0 < ۰20۸6 هذا تناقض. لذلك. المركز يقع على 80. 


اللازمة 1-19-3. إذا مست مجموعة من الدوائر نفس الخط عند نفس النقطة» فان المحل الهندسي لمراكزها يكون عموديًا 
على الخط عند النقطة. 


اللازمة 2-19-3. لنفترض أن لدينا دائرة وأي اثنين من الاتي: 
(ب) قطعة أو شعاع أو خط مستقيم مبني من مركز الدائرة إلى نقطة التقاطع. 
(ج) زوايا قائمة عند نقطة التقاطع. 


فانه حسب [۰]16-3 [۰]18-3 [19-3]» وقاعدة التمائل» تنتج الخاصية المتبقية. إذا كان لدینا (أ) و (ج)» فقد يكون من 
الضروري مد القطعة آو شعاع إلى مركز الداثرة: هذه حالات حدية ل [1-3 لازمة. 1] و [3-3]. 
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القضية 20-3. الزوایا عند مركز الداثرة وعلی المحیط. 
الزاوية الموجودة عند مركز الداثرة هي ضعف الزاوية عند المحیط عندما يقف كل منهما على نفس قوس من المحیط. 


الاثبات أنشئ ]9 التي نصف قطرها ٤8‏ وأنشئ 2۳:6 و 2۳۸ حیث ۸ و) و1 هي نقاط على محیط :1 9. ندعي أن 
.LBEC = 2 ۰2۳8۸ = 0‏ 


42 


الشكل 24-2-3: [20-3] 


أنشئ AEF‏ « في :A EAB‏ لأن EB‏ = ۸ حسب [6-1] 215848 = 2888 وبالتالي 
.LEAB + 2۳۳8۸ = 2 8‏ بما أن 2۳۳۸ + 2۳۸۵۲8 = 2۳۲ حسب [32-1]› 
٠ 8۶‏ 2 = 28۳۳. وبالمثل في 5886 ۰۵ 28860 ٠‏ 2 = 2۳۳6. پترتب على ذلك أن 


28۳6 = 285۲ + 2۳۳86 = 2 ۰ (EAB + 2۶۸0 = 2 . 6م‎ 


آنشی 65 و 85 و (01. بحجة ممائلة لما سبق» یمکننا (ثبات أن ۰2۳۳6 2 = 00 و ۰2۳۳8 2 = 2088 . بما 
أن 26188 206۳0 = 2133706 نجد أن 


(LEDC — ZEDB) = 2 6‏ 2۰ = 28۳6 
وهذا يُكمل الإثبات. 


اللازمة 1-20-3. الزاوية على نصف دائرة هي زاوية قائمة. 
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القضية 21-3. الزوایا على الأوتار. 
في أي دائرة» الزوایا الواقفة على نفس القوس متساوبة في القیاس. 


الإثبات أنشئ 17 وأيضا أنشئ 6 و 281 على نفس القوس 0 ندعي آن: 8062م = .BAC‏ 
A‏ 
9 م 
C‏ ۸ 8 


الشكل 25-2-3: [21-3] 
حسب [20-3]› 286 ٠‏ 2 = 2۰2۳8۸0 = 2880 أو 2۳8۳6 = C€BAے.‏ هذا یثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-21-3. لأي مثلثين ۸٤8‏ هر و ۸28 هر يقفان على نفس القاعدة ۸73 وزاويتا الرأس لهما متساويتان وعلى نفس 
الجانب من القاعدة» فإن النقاط الأريح ۸ و6 و و 8 تقع على نفس الدائرة. 


اللازمة 2-21-3. إذا كانت ۸ و 8 نقطتین ثابتتین واذا غيّرت :) موضعها بشرط أن یکون للزاوية 2۸6/3 نفس القیاس طوال 
الوقت» یکون المحل الهندسي ل ) داثرة. (أو: إذا علمت قاعدة المثلث والزاوية الرأسية» یکون المحل الهندمي للرأس داثرة). 
تمارین 
1- إذا علمت قاعدة المثلث والزاوية الرأسية» جد المحل الهندمي 

(أ) لتقاطع آعمدته؛ 

(ب) لتقاطع المنصفات الداخلية لزاويتي القاعدة؛ 

(ج) لتقاطع المنصفات الخارجية لزاويتي القاعدة؛ 

(د) لتقاطع المنصف الخارجي لزاوية للقاعدة والمنصف الداخلي للأخرى. 

2 إذا علمت مجموع مربي أي قطعتین» اثبت أن مجموعها هو الأقصى عندما تکون القطعتان متساویتین في الطول. 

3- من بين كل المثلثات التي لها نفس القاعدة وزاوية الرأس» آثبت أن مجموع أضلاع المثلث المتساوي الساقین هو الأكبر. 


4- من بين کل المثلثات المدرجة في دائرةء محیط المثلث متساوي الأضلاع هو الأكبر. 
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5- من بين جمیع الأشكال» المدرجة داخل نفس الدائرة» التي لها عدد معین من الأضلاع» تکون المساحة الأكبر عندما تکون 
الأضلاع متساوية. 


6- اثبت [لازمة. 1-20-3]. 
7- اثبت [لازمة. 1-21-3]. 


8- اثبت [لازمة. 2-21-3]. 
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القضية 22-3. آشکال رباعية مدرجة داخل دوائر. 
مجموع أي زاويتين متقابلتین في أي شکل رباعي مدرج في دائرة يساوي زاويتين قائمتین. 


الإثبات أنشئ شکل رباعي ABD‏ مدرج في ۳ ندعي أن مجموع أي زاويتين متقابلتين في الشكل ۸8٤5‏ يساوي زاويتين 


الشكل 26-2-3: [22-3] 


افترض أن ۲ راديان = زاويتين قائمتين» وأنشئ القطرين ۸6 و 81 . بما أنٌ 2۸5 و 2807 تقفان على القوس 45 » 
400 = 2۸8۲ حسب [21-3]. وعلى نحو ممائل» 2۳۸6 = 2280 » لأنهما تقفان على القوس 0. بالتالي 


0 + لقف = 2۸5۶۲ 

ZACD + 0‏ = 
من هذاء نحصل علي 

2۸5۶ + 20۳۲۸ = 2۸۲ + 2۳۸۲ + ۸ 

حیث الجانب الأيمن من المعادلة هو مجموع الزوایا الداخلية  A۸٤2‏ ه. 
لأن هذا المجموع يساوي ۲ رادیان حسب [32-1]؛ 

رادیان 7 = 20۳۸ + 2۸5 
وعلی نحو مماثل» 

رادیان 7 = 28۲ + 2۳۸۲ 


(مع مراعاة ما یقتضیه اختلاف الحال)» هذا یثبت ادعاءنا. 
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اللازمة 1-22-3. إذا كان مجموع أي زاوبتین متقابلتین في الشکل الرباعي يساوي زاوبتین قائمتین» فیمکن إحاطة الشکل 
الرياعي بدائرة. 

اللازمة 2-22-3. إذا كان متوازي الأضلاع مدرج في دائرة» فهو مستطیل. 

تمارین 
1- إذا كانت کل زاويتين متقابلتین مکملتین لبعضهما البعض في الشکل الرباعي» فان الشکل دائري. 

2- القطعة التي تصنح زوايا متساودة مع زوج من الأضلاع المتقابلة في شکل رياعي داتري تصنح زوايا متساوية مع الزوج الاخر 
والقطرین. 

3- إذا مد ضلعان متقابلان من الشکل الرباعي الدائري لیتقطعا وأسقط عمودي على منصف الزاودة بینهما من نقطة تقاطع 
القطرین» فان العمودي سینصف الزاوية بين القطرین. 


4- ذا توازی زوجان من الأضلاع المتقابلة في شکل سداسي دائري» على التوالي» فإن الضلعین المتبقیین (الزوج المتبقي) من 
الأضلاع متوازبان آیضا. 


5- إذا تقاطعت داثرتان عند النقطتین ۸ و 8 وآنشئت أي قطعتین (801 » B۴۴‏ عبر ۸ و 8ء قاطعتین إحدى الدائرتين في 
النقطتین ) و ۴ والأخرى في النقطتین ظ و ۴ء فان 1ظ || C٤‏ . 


6- إذا آنشئت مثلثات متساوبة الأضلاع على أضلاع أي مثلثء فاٍن القطع التي تصل رؤوس المثلث الأصلي بالرژوس 
المقابلة في المثلثات متساوية الأضلاع تتقاطع. 


7- في # 6» اثبت أن مراكز الدوائر المنشأة حول المثلثات متساوية الأضلاع تكون مثلنًا متساوي الأضلاع. 

8- إذا أنشئ شكل رباعي حول دائرة» فإن الزاويتين الموجودتين عند المركزين الواقفتين مقابل ضلعين متقابلين تكون مكملتين 
لبعضهما البعض. 

9- إذا التقى مماس متحرك مع مماسين متوازیین» فإنه يقف مقابل زاوية قائمة عند المركز. 


0- إذا أحاط شكل سداسي دائرة» فان مجموع الزوايا الواقفة مقابل المركز من أي ثلاثة أضلاع متبادلة يساوي زاويتين 
قائمتين. 

1- اثبت [لازمة. 1-22-3]. 

2- بعد الانتهاء من # 11» أعد كتابة نتائج [22-3] و [لازمة. 1-22-3] في قضية. 


3- اثبت [لازمة. 2-22-3]. 
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القضية 23-3. تفرد الأقواس. 
لا يمكن بناء قوسین متشابهین وغیر متساوبین على نفس الجانب من نفس الوتر. 


الاثبات آنشی ۸8 . افترض إنشاء قوسین متشابهین وغير متساوبین ۸ و ۸ على نفس الجانب من ۸1. آنشی ۸۲6 
و08 و 12۲ 


الشکل 27-2-3: [23-3] 


بما أن القوس ۸۳ مشابه للقوس ۰۸۲۳۴ 2۸۳ = 2۸13۳۴ حسب [تعريف 10-3]؛ هذا يتناقض مع [16-1] ويثبت 
ادعائنا. 
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القضية 24-3. تساوي الأقواس المتشابهة. 
الأقواس المتشابهة التي تقف على آوتار متساوية تكون متساوية. 
الإثبات أنشئن 067 = ۸8 والقوسين 4158 و 01*1 بشرط أن .AEB~ CFD‏ ندعي أن .AEB = CFD‏ 


E Ê 


الشكل 28-2-3: [24-3] 


بما أن 60 = ۸۲ إذا ظبقت 88 على 01 بشرط أن تتطابق النقطة ۸ مع © وتتطابق النقطة 8 مع 0» حينها يتطابق 
الوتر 88 مع (01. لأن 0۳0 8٤4۴ء‏ يجب أن يتطابقا في كل نقطة [23-3]. هذا التناقض يثبت ادعاءنا. 


اللازمة 1-24-3. الأوتار المتساوية في الطول» متطابقة أيضًا؛ لذلك فإن الأقواس المتشابهة متطابقة آیضا. 
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القضية 25-3. إنشاء دائرة من قوس. 
إذا غلم قوس في أي دائرةء من الممکن إنشاء هذه الداثرة. 


الوثبات إذا علمت القوس )۸ في ۵۴» آنشی 0۴ . 


الشکل 29-2-3: [25-3] 


خذ أي ثلاث نقاط 6 ,8 ,4 على القوس 480. أنشئ ۰۸ 80. نصف ۸8 عند 0 و 80 عند ۴. آنشی A8‏ 1 5۴ و 
6 ل .E۴‏ ندعي أن ۴» نقطة تقاطع 5۴ و 5۴» هو مركز الدائرة المطلوية. 


لأن 5۴ ينصف ویتعامد مع 23 فان مركز الدائرة التي ۸8 قوسًا فیها بقع على*1(1 [1-3 لازمة. 1]. وبالمثل» بقع مركز 
الدائرة التي ۸8€ قوسًا فیها على '81. 


لأن ۴ هو تقاطع 5۴ و 8۴ء هذا يُكمل إثباتنا. 
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القضية 26-3. الزوایا والأقواس 1. 
في الدوائر المتساوية» تقف الزوايا المتساوية عند المركز أو على المحيط على آقواس متساوية. 


الإثبات آنشی الدائرتين المتساويتين :)© و 11 © والزاويتين المتساويتين عند المركزين: )20 في ®G‏ و2۲1۳ في 11 ©. 
أيضا أنشئ الزاويتين المتساويتين 28/46 في 6 © حيث ۸ على المحيط و۴9۴ في 11 © حيث ( على المحيط. ندعي أن 
القوس 8160 = القوس ",۳1 


الشكل 30-2-3: [26-3] 


ZEHF GC = HF BG = EH :۵ EHF 9 A BGC و۲۳ وفي‎ BC أنشئ‎ 
.BC = EF ولذلك‎ «4 BGC = A EHF 


›]4-1[ حسب‎ .LBGC 


حسب [20-3] › 2866 . 2 = LBAC‏ و  .LEHF‏ = 280۲ . لأن EHF‏ = 28060 حسب الفرضيةء 
EDF‏ = ۰.2۳۸6 حسب [تعردف ۰]10-3 القوس ۸0 - القوس "1:1(1. وحسب [24-3] القوس ۸0 = القوس 
.EDF‏ 


اللازمة 1-26-3. إذا تساوت زاويتين متقابلتين في شكل رياعي دائري فإن أحد قطربه يجب أن يكون قطر للدائرة المحيطة. 
اللازمة 2-26-3. الأوتار المتوازية في دائرة تقطع أقواسًا متساوية. 


اللازمة 3-26-3. إذا تقاطع وتران عند أي نقطة داخل دائرةء فإن مجموع القوسين المتقابلين المقطوعين بالوترين يساوي 
القوس الذي يقطعه الوتران الموازيان للوترين السابقين عندما تكون نقطة تقاطعهما على المحيط. 


إذا تقاطع وتران عند أي نقطة خارج دائرة» فإن الفرق بين القوسين المقطوعين يساوي القوس الذي يقطعه الوتران 
الموازيان للوترين السابقين عندما تكون نقطة تقاطعهما على المحيط. 

اللازمة 4-26-3. إذا تقاطع وتران عموديّاء فان مجموع القوسين المتقابلين المقطوعين في الدائرة هو نصف دائرة. 
تمارين 


1- اثبت [لازمة. 1-26-3]. 


150 


2 اثبت [لازمة. 2-26-3]. 
3 اثبت [لازمة. 3-26-3]. 


4- اثبت [لازمة. 4-26-3]. 
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القضية 27-3. الزوایا والأقواس ]]. 
في الدوائر المتساوية» تکون الزوایا عند المراکز أو على المحیطات التي تقف على آقواس متساوية» متساوية في القیاس. 


الاثبات آنشی الدائرتين المتساودتین 90 و 11 9 وأنشئ الزاويتين المتساوتین عند المرکزین (۰2۸0 83٤‏ 5) وعلی 
المحیطین (8٥۸ے»ء‏ :2121*1) اللتین تقفان على قوسین متساویین ›»A68)‏ 21615). ندعي آن: ۳115 = 2۸08 و 
5 = 2۸۲۳۶ . 


الشكل 31-2-3: [27-3] 


فيما يخص الزاويتين عند المركزين (۷۸0۴ :2111 ). افترض أن :2111 > 2۸08 و 221118 = ,2۸0۲. لأن 
الداثرتین متساویتین من جمیح النواحي» فان القوس ,]۸6 = القوس :۲16۳ [26-3]. لاحظ أن القوس 0 < ,]. 
لکن القوس ۸68 = القوس :1161 حسب الفرضية. ولذلك القوس ۸68 = القوس A۸61‏ و 


(القوس ۸68 = القوس ۸61 © القوس 18) حیث (القوس 18 = 0)» هذا تناقض. تناقض ممائل ينتج إذا افترضنا أن 
.zAOB > ۳‏ لذلك» 2۲۲۱۳ = 1018 4. 


فیما يخص الزاوتین على المحیطین. لأن 24078 = 424068 . 2 و ٠ 218 = DHE‏ 2 حسب [۰]20-3 
ACB = ۴‏ . هذا یکمل الاثبات. 
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القضية 28-3. الأوتار والأقواس [. 

في الدوائر المتساوية» تقسم الأوتار ذات الأطوال المتساودة المحیطات إلى آقواس متساوبة» على التوالي. 

الإثبات آنشی الدائرتين المتساویتین (0 ۰6 911) والوترین المتساوبین (88» 5۴). ندعي آن: 88 و 5٤‏ بقسمان محیط 
0 و ]8 على التوالي بحیث یکون القوس ۸68 = القوس 16 والقوس 808 = القوس .D ۴٤‏ 


€ F 


الشكل 32-2-3: [28-3] 
إذا كانت الأوتار المتساوية آقطار» فان كل قوس من الأقواس يساوي نصف دائرة» هذا يكمل الإثبات. 
خلاف ذلك» أنشئ ۸0 و 08 و 111 و 1۴. لأن الدائرتين متساويتين من جميع النواحي» فان نصف قطر کل منهما يساوي 
نصف قطر الأخرى [تعريف 1-3]. 


في ۸058 هو .AB = DE OB = HE AO = DH :A DHE‏ حسب [۰]8-1 A AOB = A DHE‏ ؛ 
بالتالي 21۷8 = ۰2۸08 ولذلك القوس ۸68 = القوس 916 [26-3]. 


لأن المحیط كله ۸68٤‏ يساوي في القیاس محیط ×٤۴‏ کله» پترتب على ذلك أن القوس )۸ = القوس ۳۲. هذا 


یثبت ادعاءنا. 
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القضية 29-3. الزوایا والأقواس ا۱. 
في الدواثر المتساوية» تقف الأقواس المتساوية مقابل آوتار متساوية. 
الاثبات آنشی الداثرتان المتساویتان 90 و 911 حیث القوس ۸68 = القوس ۳16۳. ندعي آن: 215 = ظ۸. 


8 F۴ 


الشكل 33-2-3: [29-3] 


آنشی 80 و 08 و 5۴ و 1۴. لأن الدائرتين متساویتان في القیاس» والزاويتين 2۸0 و01۴ عند المركزين وتقفان على 
قوسين متساویین 468 و 21618 [27-3]. 


.۸ ۸05 x A 2111::]4-1[ حسب‎ .ZAOB = و20۲8‎ OB = HE AO = DH :۵ و1115[‎ A ۸05 في‎ 
لذلك» 0 = ۸8 هذا یثبت ادعاءنا.‎ 


اللازمة 1-29-3. القضایا [26-3] - [29-3] مرتبطة بالمعنی التالي: في الدواثر ذات آنصاف الأقطار المتساوية» 
1- في [۰]26-3 الزوایا المتساوبة تقتضي أقواسًا متساوية. 


2- في [27-3]» تقتضي الأقواس المتساوية زوايا متساوية. معّاء تنص [26-3] و [27-3] على أن الزوايا المتساوية والأقواس 
المتساویة متکافتتین. 


3- في [۰]28-3 تقتضي الأوتار المتساوبة أقواسًا متساوية. 


4- في [۰]29-3 تقتضي الأقواس المتساوبة آوتازا متساوية. ماه تنص [28-3] و [29-3] أن الأوتار المتساوية والأقواس 
المتساودة متکافتتین. 


آو: في الدواثر ذات آنصاف آقطار المتساوية» آوتار متساوبة جج زوایا متساوبة جج الزوایا الواقفة على آقواس متساوية. 


ملاحظة. لأن الداثرتین في القضایا الأريعة الأخيرة متساویتان» فهما متطابقتان وتتضح حقيقة القضایا بالتراکب. 
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القضية 30-3. تنصیف قوس. 
الإثبات نرغب في تنصیف القوس المعطی ۸6. 


الشکل 34-2-3: [30-3] 
أنشئ الوتر 48 ونصفه عند 1. أنشئ ۸3 1 1(6» وبتقاطع مع القوس عند ). ندعي أن القوس 46013 منصف عند 0. 


آنثی 80 و 6 وفي ۸۳6 هه و3۳6 4: DB‏ = ۸۸0 ویشترکان في الضلع 5€ و 28۳6 = ۰2۸6 حسب [4-1]» 
ADC = A BDC‏ هر ولذلك 86 = „AC‏ 


حسب [28-3]» القوس ۸6 = القوس ٤8؛‏ لأن القوس ۸٥8‏ = القوس ۸6 © القوس 1360 القوس ۸6۲ مُنصف عند 6. 
تمارين 


1- افترض أن ۸130 نصف دائرة قطرها ۸5 وفيه الوتر 8€. مد 80 لانشاء 8€ و (81 لانشاء (87» وافترض أن الشعاعين 
يتقاطعان عند 5. اثبت أنه إذا كانت 6۴ تساوي نصف قطر ۸67 فإن القوس 01 ۰ 3 = 48. [انظر الفصل الأخير 


للحصول على حل.] 
2- يلتقي المنصفان الداخلي والخارجي للزاوية الرأسية لمثلث مدرج في دائرة بالمحيطء مرة آخری» عند نقاط متساودة البعد 
عن نهایق القاعدة. 


3- إذاكانت ۸ إحدى نقطي تقاطع أي دائرتين وأنشئ الوترين ۸6 و "167 قاطعين الدائرتين في النقاط © و 9 و 6 و 
“2 فإن المثلثين 867 هه و "3010 هه المتكونين عن طريق توصيل نقاط التقاطع بنقطة تقاطع الدائرتين الثانية 8 
متساویا الزوايا. 

4- إذا كانت الزاوية الرأسية 801 لأي مثلث مدرج في دائرة مُنصفة بالخط ©0 الذي يلتقي الدائرة مرة أخرى عند 0» ومن 
( أنشئ العمودان 17( 5۴ إلى الضلعینء أحدهما ممتد» اثبت أن ۳ = 1۸ وبالتالي فان 

. CE = > (AC + BC) 
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القضية 31-3. نظرية تالیس. 

لي داثرة» 

(1) إذا قسمت الداترة إلى نصفينء فان الزاوية الواقفة على أي من القوسین هي زاوية قائمة؛ 

(2) إذا قسمت الداثرة إلى قوسین غير متساویین» فان الزاوية الواقفة على القوس الأصغر هي زاوية حادة؛ 

(3) إذا قسمت الداثرة إلى قوسین غير متساویین» فان الزاوية الواقفة على القوس الأكبر هي زاوية منفرجة. 

الاثبات أنثئ 90 والقطر ۸8 والنقاط ) و 9 و 1 بشرط أن تکون 0 و على نصف دائرة و ۴ على نصف الدائرة الآخر. 
ندعي آن: 

(1) 2۸6 على القوس ۸٥8‏ زاوبة قائمة؛ 

(2) 2۸۳۰ على القوس :۸0۳ زاونة حادة؛ 


(3) 2۸۳ على القوس ۸0۲ زاوبة منفرجة؛ 





الشکل 35-2-3: [31-3] 


الادعاء 1: ACB‏ على القوس ACB‏ زاوية قائمة؛ 


آنشی نصف القطر 06 ومد 86 لإنشاء ۸6 . في ۸06 هد: لأن 06 = 20۸6۰۸۵0 = 2۸60. وبالمثل في 
OCB‏ ۸ 2080 = 2008. لذلك 


ZACB = zLACO + 08 
= 20۸ + 0 
= 2۳۸6 + ۸ 


في 480 4: حسب [۰]32-1 20884 + 288480 = ..۴8B‏ لذلك» 2۳05 = 2۸05 وهما زاویتان متجاورتان؛ 
ولذلك» 2۸۳ هي زاوية قائمة. 


الادعاء 2: ZACE‏ على القوس ACE‏ زاویهة حادة. 
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أنشئ 0. لأن LACE ۰۸65 = LACE + LBCE‏ > 2808 . لكن اثبتنا أن 2۸05 هي زاوية قائمة. لذلك» 2۸6۲ 
حادة. 





الشکل 36-2-3: [31-3] 


ادعاء 3: ACD‏ 7 في القوس ACD‏ زاوية منفرجة؛ 
آنشی (67. لأن 2800 + 2408 = ۰۶2۸۵۲ 2۸۵5 > ACD‏ . لأن 2808 زاوية قائمة. :2۸ منفرجة 
اللازمة 1-31-3. إذا آدرج متوازي أضلاع في دائرة» فان قطربه یتقاطعان عند مركز الدائرة. 


اللازمة 2-31-3. [31-3] تظل صحيحة إذا استبدلت آوتار بأطوال مناسبة بالأقواس» مع إجراء التعدیلات اللازمة. 
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القضية 32-3. الزاوية المحصورة بين الوتر والمماس وعلاقتها بالزاوية المحيطية التي تقف على الوتر. 


إذا آنشی من نقطة تقاطع خط مماس مع دائرة وتر يقطع الدائرة» فان الزوایا التي یصنعها هذا الوتر مع المماس تساوي 
على التوالي الزوایا على الأقواس المتبادلة للدائرة. 

الوثبات أنشئ ٤۴‏ بشرط أن یکون ٤۴‏ مماسًا ل ۸6 © عند ۸. آنشی الوتر ۸6؛ لاحظ أن ۸6 تقطع ۸136 ©. ندعي أن 
الزوایا التي یصنعها هذا الوتر مع المماس تساوي على التوالي زوایا الأقواس المتبادلة للدائرة. سنثبت هذا في حالتین. 


8 


۸ 
الشکل 37-2-3: [32-3] (») 
الحالة 1: نرغب في إظهار أن 2۳۸6 = 2۸86 في الشکل ( » ). 
أنشئ ۸8 بحيث ٤۴‏ 1 25 . آنشی 86. لأن :1:7 مماس ل 0۸36 » من الواضح أن ۸8 منشئة عند 4 و ٤۴‏ 1 25 


حسب [19-3] نجد أن ۸8 يمر عبر مرکز ۸6 ©. حسب [۰]31-3 2۸0۴ زاودة قائمة؛ بما أن ۸6 هه مثلثء فان 
مجموع الزاوتین المتبقیتین 20۸۵5۴ + 2۸۳8 يساوي زاوية قائمة. 


لأن 8487 زاوبة قائمة حسب الانشاء 2۳8۸۵۳ = 208488 + ۰.2۸۳6 من هذا نحصل علي 
CAB = 0‏ - 28۸۳ = ۸0 هذا یثبت الحالة الأولى. 


الحالة الثانیة: نرغب في اثبات أن 20۳۸ = :20۸ في الشکل (۵). 
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الشکل 38-2-3: [32-3] ( 6 ) 


خذ أي نقطة 7 على القوس )۸. بما أن الشکل الرباعي )۸ مدرج في دائرة» فمجموع کل زاويتين متقابلتین 
۸ + 2880 يساوي زاويتين قائمتین [22-3] ولذلك يساوي المجموع :20۸ + ۰.2۳۸ لکن» 
0 = 2۸6 حسب الحالة 1. لذلك 26۸۳5 = 20۲۸. 


هذا یثبت حالتنا الثانية والأخيرة» ودکمل الاثبات. 
تمارین 
1- في حالة تماس داثرتین» فان أي خط مُنشاً عبر نقطة التقاطع سیقطع قطوع متشابهة. 
2 إذا تماست دائرتان وأنشئ أي خطين عبر نقطة التقاطع (قاطعین کلتا الدائرتين مرة آخری)» فان الوتر الذي یصل نقطتي 
تقاطعهما مع دائرة يكون موازيًا للوتر الذي يصل بين نقطي تقاطعهما مع الداثرة الأخرى. 


3- افترض أن 408 قوس في دائرة» و ۴ مماس عند 6 (يلتقي بالوتر 48 الممتد إلى ع)» و 88 1 45 حيث ظ نقطة في 
5 اثبت أنه إذا نصفت 5٤‏ عند © فان القوس 078 ۰ 2 = ۸6. 

4- إذا تماست دائرتان عند نقطة 4 واذا كان ۸۳ وتر عبر 4» ولتقي بالدائرتين عند النقطتين 8 و 0» فأثبت أن المماسين 
عند 8 و0 متوازبين» وأنه عندما تكون إحدى الدائرتين داخل الأخرى» فإن المماس عند 8 يلتقي بالدائرة الخارجية عند 
نقطتين متساويتي البعد عن ب). 

5- إذا تماست داثرتان خارجيّاء فان المماس المشترك بینهما على أي من الجانبین يقف مقابل زاودة قائمة عند نقطة 
التقاطع, ومربعه يساوي المستطیل المحصور بالقطرین. 
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القضية 33-3. ٍنشاء قطع دائري على خط بحيث يحصر القطع زاوية مساوية لأي زاوية. 


الاثبات أنشئ 88 و 116۳ع. على 48» نرغب في إنشاء قطع دائري يحصر زاوية مساوية ( 2116۳ 
C‏ 


الشكل 39-2-3: [33-3] 


إذا كانت 110617 قائمة» أنشئ نصف داثرة على ۸8 ليكون القطع المطلوب. حسب [31-3]» يحصر نصف الدائرة زاوية 
قائمة. 

خلاف ذلكء أنشئ 2110۳ = ..BAE‏ أنشئ AE‏ 1 80 و AB‏ 1 80 . لنفترض أن 80 قطر )۸13 التي ندعي أنها 
الدائرة المطلوية. 


لاحظ أن 8860© فيها 8 على محيطها لأن 2476 قائمة [31-3]. أيضاء ۸6 تمس ۸۳۶ لأن C۸۴‏ زاوية قائمة [3- 
6]. يترتب على ذلك أن 428078 = .L.BAE£‏ لأن 2110۳ = 2۳8۸ حسب الإنشاءء 2۸5 = .LHGF‏ 


ولذلك على ۸13 أنشأنا قطع من 9۸136 مقابل زاوية تساوي *211617. 
تمارين 
1- أنشئ المثلثء إذا علمت قاعدته وزاويته الرأسية وأي من البيانات التالية: 
(أ) عمود. 

(ب) مجموع أو فرق أطوال الأضلاع. 

(ج) مجموع أو فرق مربعات أطوال الأضلاع. 

(د) ضلع المربع المدرج الذي على القاعدة. 
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(ه) المتوسط الذي ينصف القاعدة. 


2 إذا آنشئت خطوط من نقطة ثابتة إلى جمیع نقاط محیط أي دائرة» فأثبت أن المحل الهندسي لجمیع نقاط تنصیفها هو 
دائرة. 

3- إذا علمت القاعدة وزاوية الرأس لمثلثء أوجد المحل الهندسي لنقطة منتصف الخط الذي يصل بين رأمي المثلثين 
المتساويين الأضلاع المنشأين على الجانبين. 


4- لنفس الحالة» جد المحال الهندسية لرؤوس المربع المنشی على أحد الجانبين. 
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القضية 34-3. 
إنشاء قطع من دائرة بحیث يحصر زاوبة محيطية مساوبة لأي زاوية. 
الإثبات آنشی ۸6 9 و 211061. نرغب في إنشاء قطع من 9۸3 يقابل زاوية محيطية تساوي 116ع. 


اختر النقطة ۸ على محیط )۸3 وأنشئ المماس (81. على ۸5ء أنشئ 2110۴ = 4٤٥‏ . ندعي أن القطع ۸۲ من 
eABC‏ هو القطع المطلوب. 


الشكل 40-2-3: [34-3] 


اختر أي نقطة 8 على محيط ۸86 بخلاف القوس ۸٤‏ . آنشی ۸8 و 8€. حسب [۰]32-3 2۸6 = 22480. لکن 
۳ = 2۸6 حسب الانشاء ولذلك 2۸86 = .LHGF‏ 


وهکذاء أنشأنا قطع من 8۸136 يقابل زاوية محيطية تساوي 116۳ع. 
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القضية 35-3. مساحات المستطیلات المنشأة على آوتار. 


إذا تقاطع وتران عند نقطة في داثرة» فان مساحة المستطیل المحتوی بالقطعتین الناتجتین من تقسیم الوتر الأول تکون 
مساوية لمساحة المستطیل المحتوی بالقطعتین الناتجتین من تقسیم الوتر الثاني [تعریف 4-2]. 


الوثبات أنشئ 0 التي فیها الوتران 213 و 65 المتقطعین عند نقطة. ندعي أن المستطیلین المحصورین بجزأي کل من 
الوترین متساویان في المساحة وسنثبت هذا الادعاء في آریع حالات. 


0 
IN 


الشكل 41-2-3: [35-3]» الحالة 1 
الحالة 1: إذا كانت نقطة التقاطع مركز 60› 0€ = 20 = 08 = 40. لذلك: 06 ۰ D0‏ = 08 ۰ ۸0. 


8 


الشكل 42-2-3: [35-3]» الحالة 2 
الحالة 2: افترض أن 88 تمر عبر 0 وأن 01 لا تمر؛ افترض آیضا آنهما یتقاطعان عند ۴ و ) ل ۸8. 
أنشئ 06 لأن 88 مقسمة بالتساوي عند 0 و على غير تساوي عند »٤‏ حسب [5-2] 

AE ۰ EB + (OE) = (OB) 
»08 = 060 بما أن‎ 
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AE .EB + (OE) - )7 
لکن *(80) + *(0۳) = *(00) حسب [47-1]ء وبالتالي‎ 
AE .EB + (OE)2 = )08(2 + (EC)2 
AE .EB = (EC) 


6 


D 
2 الشكل 43-2-3: [35-3]» الحالة‎ 


لأن 48 تمر عبر المركز وتقطع (21)» التي لا تمر عبر المركز بزاوية قائمة» و ۸8 تنصف 5) حسب [3-3]. لذلك 
.AE ۰ EB = CE ۰ ED«lllıg « (EC)2 = CE ۰ ED‏ 


الشكل 44-2-3: [35-3]» الحالة 3 


3- أنشئ القطر 81 ل 0© والذي يقطع ۲5 بحيث 88 ليست عمودية على C5‏ . 


أنشئ 0€ و 01 و C5‏ 1 0۳ [11-1]. لأن ٥5‏ مقطوعة عموديًا ب 0۴ حيث تمر 0۴ عبر 0» C5‏ مُنصفة عند ۳ [3-3] 
ومقسمة بغیر تساوي عند ۴. حسب [5-2]» .CE ۰ ED + (FE)? = (FD)?‏ 


باضافة ۴(۶ 0) إلى كل طرف من المعادلة وتطبيق [47-1]» نحصل على: 
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0۳۲ ۰۳۵ + (FE) + (OP) = (FD) + )7 
0۳۲ . م8‎ + (OE) = (OD) 
CE .ED + (OE) = (OB) 


مرة آخری, لأن ۸ منصفة عند 0 ومقسمة بغير تساوي عند AE ۰ EB + (OE)2 = (08)72 «E‏ [5-2]. 





الشكل 45-2-3: [35-3]» الحالة 3 


يترتب على ذلك أن 
CE .ED + (OE)2 = AE .EB + (OE)2‏ 
CE.ED = AE .EB‏ 


4- افترض أن كلا الوترين لا يمران عبر المرکز وآنهما یتقاطعان عند .٤‏ 


` 


الشكل 46-2-3: [35-3]» الحالة 4 


eكلذل‎ .FE ۰ EG = CE ۰ و‎ FE ۰ EG = AE ۰ EB عبر 15» آنشی القطر ۴6. حسب الحالة 3» المستطیل‎ 
.AE ٠ EB = CE ٠ ED 
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نصف القطر ومربع القطعة المنشأة من المرکز إلى نقطة التقسیم. 

اللازمة 2-35-3. إذا كان المستطیل المحتوی بجزیي قطعة من القطعتین المتقاطعتین مساوتا للمستطیل المحتوی بجزني 
القطعة الأخرىء فإن نهایات القطعتین الأريعة تکون على داثرة. 

اللازمة 3-35-3. لأي المثلثين متساویی الزوایاء المستطیل المحتوی بضلعین غير متناظرین حول أي زاوبتین متساویتین 
متساویان. 





الشکل 47-2-3: [35-3], لازمة. 3 


الاثبات لنفترض أن ۸۳0 هه و 700 هه هما المثلثان متساودا الزوایاء وافترض وضعهما بحیث تکون الزوایا المتساوية عند 
0 متقابلة رأسيًا وآن الضلعين غير المتناظرین» ۸0 و 00 یکونان القطعة ۸). عندها الضلعین غير المتناظرین ۰30 01 
یکونان القطعة 85. بما أن 2۸ = ۸8 النقاط ۵ 8» ۰0 ۲ تقع على داثرة [21-3. لازمة. 1]. ومن ثم 

. [35-3] ۸0 ۰ OC = BO ۰ OD 


تمارين 


1- في أي مثلثء يكون المستطيل المحتوي بأي ضلعين مساوبًا لمساحة المستطيل المحتوى بالعمود على الضلع الثالث 
وقطر الدائرة المحيطة. 


2- المستطيل المحتوى بوتر قوس ووتر مكمله يساوي المستطيل المحتوى بنصف القطر ووتر ضعف مكمله. 


3- إذا عُلِمَت قاعدة المثلث ومجموع آضلاعه» عُلم المستطيل المحتوى بالعمودين من نهايي القاعدة على المنصف 
الخارجي للزاوية الرأسية. 


4- إذا عُلِمَت القاعدة والفرق بين الأضلاع» غلم المستطيل المحتوى بالعمودين من نهايتي القاعدة على المنصف الداخلي. 
5- عبر إحدى نقطتي تقاطع دائرتين» آنشی قاطع بشرط أن يُعلم المستطيل المحتوي بالوترين المقطوعينء أو يكون الأقصى. 


6- إذا وصلنا ۸۳ و 8۴» نجد أن المستطيل ۴8 ۰ ۸۴ يساوي مساحة المستطيل المحتوى بنصف القطر و71 ۰ 2؛ أي 
أنه يساوي المستطيل المحتوى بنصف القطر ومجموع 07 و86. 
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القضية 36-3. مساحة المستطیلات المنشأة على مماس ونقطة خارج الداثرة. 


لأي دائرة ونقطة خارج الداثرة» إذا آنشئت قطعتین من النقطة إلى الدائرة» وکانت |حداهما تتقاطع مع الدائرة في نقطتین 
والأخرى مماس للدائرةء فان مساحة المستطیل المحتوی بالقطعتین الجزئیتین من القطعة الأولى تساوي المربع على 
المماس. 


الوثبات آنثی 90 والنقطة 2 خارج 0©. ثم أنشئ المماس ]۳ إلى 0 عند 1؛ آنشی أيضًا ۳۸ بشرط أن تتقاطع ۳۸ مع 
الدائرة عند 8 ومرة آخری عند ۵۸. ندعي أن *(۳۲) = 82 ۰ ۸۳. نثبت هذا الادعاء في حالتین. 


r 


الشكل 48-2-3: [36-3]» الحالة 1 
الحالة 1: ۳۸ تمر عبر 0. 


أنشئ 0 لأن ۸8 مُنصفة عند 0 وخارجيًا عند ۰۳ فان 0۴(۴) = *(08) + 8۳ ۰ ۸۳ [6-2]. لأن ۳1 مماس ل 
0 و ]0 منشأة من المرکز إلى نقطة التقاطع» 20۲۳ قائمة [18-3]. ومن ثم 
0۳(۶) = ۳۲(۶) + 01(2) حسب [47-1]. 


.AP ۰ BP = )۳۲(۶ ولذلك‎ «(0B)2 = )01(۶ لکن‎ .AP ۰ BP + )08(5 = )01( + )۳۲(۶ لذلك‎ 


6 
Aw 


الحالة 2: 28 لا تمر عبر 0. 


ع 


الشكل 49-2-3: [36-3]ء الحالة 2 
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أنشئ العمود A۸8‏ 1 0€ ؛ آیضا آنشی ]۰0 ۰0۲ 02. لأن ۰06 قطعة عبر المركزء تقطع 88 التي لا تمر عبر المرکز عموديّاء 
0€ پنصف ۸8 [3-3]. 


لأن 88 مُنصف عند ) ومقسم خارجیّا عند ۳» نجد أن *(0۳) = *(08) + 82 ۰ ۸۳ [6-2]. باضافة 00(7) إلى 
کل جانب» نحصل علی: 
AP .BP + )05(* + )00(2 = (CP) + )7‏ 
AP .BP + )08(2 = (OP)?‏ 
لدينا أيضًا أن 0۲(2) = (۴۲) + 01(2)» ويترتب على ذلك أن 
AP . BP + (OB) = (OT)? + 7‏ 
بما أن 07 = 08« (0T)‏ = *(08). ولذلك „AP ۰ BP = (PT)‏ 


ملاحظة. يمكن كتابة القضيتين [35-3] و [36-3] في شكل عبارة واحدة: المستطیل 87 ۰ ۸۳ المحتوى بقطعتي أي وتر 
لأي دائرة ويمر عبر نقطة ثابتة ۳» سواء داخل أو خارج الدائرة» ثابت. 


الإثبات افترض أن 0 مركز الدائرة» أنشئ 02 و 08 و 02. لاحظ أن 048 هه متساوي الساقین» و 0۳ قطعة منشأة من 
رأسه إلى النقطة ۲ في القاعدة أو امتدادها. 


يترتب على ذلك أن المستطیل 8۴ ۰ ۸۳ يساوي الفرق بين مربي 08 و0۴؛ لذلكء فهو ثابت. 


اللازمة 1-36-3. إذا مدت القطعتين ۸8ء K5‏ لتلتقیا عند ۳ واذا کان المستطیل 5۲ ۰ 07 = 8۳ ۰ ۸۳ تکون 
النقاط ۸ و 8 و 6 و2 على دائرة (قارن [35-3» لازمة. 2]). 

اللازمة 2-36-3. المماسان لدائرتين من أي نقطة في الوتر المشترك متساوبان (قارن [17-3» # 6]). 

اللازمة 3-36-3. الأوتار المشتركة لأي ثلاث دوائر متقاطعة تتقاطع (قارن [17-3» # 7]). 

تمارين 


1- إذا أنشئت القطعة ۸5 من الرأس ۸ ۸61 هه الذي يقطع 08 الممتدة إلى 1 ويصنع الزاوية 248078 = 2۳۸۲ 
آثبت أن *(۸ظ) = 20 ۰ 28. 


2- اثبت [لازمة. 1-36-3]. 
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القضية 37-3. مساحة المستطیلات المنشأة على مماس ونقطة خارج الداثرة ]1. 


لأي دائرة ونقطة خارج الداترة. إذا أنشئت قطعتين من النقطة إلى الدائرة» تتقاطع آولهما مع الداثرة في نقطتین» 
ومساحة المستطیل المحتوی بالقطعتین الجزئیتین للقطعة الأولى يساوي المریع الموجود على القطعة الثانية» عندها 
تكون الثانية مماس للدائرة. 


الإثبات إذا كان المستطیل (88 ۰ ۸۳) المحتوي بجزي القاطع والمنشأتين من أي نقطة (۳) خارج الدائرة (90) يساوي 
مساحة المریع الموجود على القطعة (۳۲) المنشأة من نفس النقطة لتقابل الدائرة» ندعي أن هذه القطعة التي تلتفي 
بالدائرة» مماس لتلك الداثرة. 





الشکل 50-2-3: [37-3] 


من 22 آنشی 50 التي تمس ٩0‏ [17-3]. أنشئ ۰0۳ ۰00 0. حسب الفرضية, *(۳۲) = 8۳ ۰ ۸۴؛ حسب 
.AP ۰ BP = )20(2 ۰]36-3[‏ ومن ثم *(۳0۵) = *(۳۲)؛ وبالتالی P^ = PQ‏ . 


في اا ثلثين 07۳ ۸ و 00۳ 4: 00 = 0۲ و02 = 1۳ ونتشارکان القاعدة 0۳. حسب [8-1]» 
۲۳ ۸ = 07۳ 4ء ولذلك 2007 = .LOTP‏ 


لکن 200۳ قائمة لأن ۳0 مماس [38-3]؛ بالتالي 201۳ قائمة» ولذلك فان ۴۲ مماس ل 0© [16-3]. 


اللازمة 1-37-3. لنفترض آننا آعطینا داثرة ونقطة خارج الداثرة وأنشئت قطعتین من النقطة إلى الدائرة» تتقاطع آولهما مع 
الداثرة عند نقطتین. تکون الثانية مماسًا للدائرة» إذا وفقط |ذاء كانت مساحة المستطیل المحتوی بالقطعتین الجزئیتین 
للقطعة الأولى مساوي للمربع الموجود على المماس. 


تمارین 

1- أنشئ دائرة تمر عبر أي نقطتین وتحقق الشرطین التالیین: 

(أ) تمس أي خط؛ 

(ب) تمس أي داثرة. 

2- آنثی داثرة عبر أي نقطة وتمس أي خطین؛ أو تمس أي خط وأي داثرة. 

3- آنشی داثرة تمر عبر أي نقطة بحیث يكون مرکزها على أي خط وتمس أي داثرة. 


4- أنشئ دائرة عبر أي نقطتين وتقطع قوس لأي دائرق. 
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5- إذاكانت ۰۸ 8» 0 0 آریح نقاط متسامتة وکانت ٤۴‏ مماس مشترك للدائرتین اللتین قطراهما ۵5 C5‏ »عندها اثبت أن 
المثلثين 8 C۴D »A‏ 4 متساوا الزوایا. 


آسئلة الامتحان للفصل 3. 

1- ما موضوع الفصل 3؟ 

2- عرف الدواثر المتساویة. 

3- عرف الوتر. 

4- متى یصبح القاطع مماسًا؟ 

5- ما الفرق بين القوس والقطاع؟ 

6- ما المقصود بزاوية القطع؟ 

7- إذاكان قوس الدائرة يساوي سدس المحیط كله فما مقدار زاودته؟ 

8- ما هي القطوع؟ 

9- ما المقصود بزاوية واقفة على قطع؟ 

1- ما هو الشکل الرباعي الدائري؟ 

2- کم عدد التقاطعات الممکنة بين خط ودائرة؟ 

3- کم عدد نقاط التقاطع الممكنة بين دائرتین؟ 

4- لماذا إذا تماست داثرتان في نقطة لا يمكن أن یکون لهما أي نقطة مشتركة آخری؟ 
5- اذکر قضية تشمل [11-3] و [12-3]. 

6- ما القضية التي 16# حالة حدية لها؟ 

7- ما التعریف الحدیث للزاویة؟ 

8- كيف یختلف التعریف الحدیث للزاوية عن تعریف اقلیدس؟ 

9- اذکر العلاقات بين [16-3] و [18-3] و [19-3]. 

0- ما هي القضایا التي [16-3] و [18-3] و [19-3] حالات حدية لها؟ 

1- کم عدد المماسات المشتركة الممكنة لداترتان؟ 

2- ما مقدار مستطیل جزي الوتر المنشأ عبر نقطة تبعد 3.65 م عن مركز دائرة نصف قطرها 4.25 م؟ 
4 لأي نقطة خارج محيط دائرة قطرها 7920 ميل وعلی بعد ‏ آقدام من المحیط. آثبت أن طول المماس المنشاً منها 
إلى الدائرة هو 2 میل. 
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5- وتران متوازیان لدائرة قیاسهما 12 بوصة و16 بوصة على التوالي والمسافة بینهما 2 بوصة. آوجد طول القطر. 
6- ما المحل الهندسي لمراکز جمیع الدواثر التي تلامس أي داثرة في أي نقطة؟ 

7- ما الشرط الذي يجب استیفاءه حتى تمر داثرة بأريع نقاط؟ 

8- إذا كانت الزاوية على قطع من دائرة تساوي 1.5 زاوية قائمة» فأي جزء المحیط یکون القطع؟ 

9- اذکر مقلوب قضایا الفصل 3 المثبتة مباشرة. 

0- ما المحل الهندسي لنقاط المنتصف لأوتار متساوبة في الدائرة؟ 

1- إذاكان نصفي قطر أي دائرتين هما 6 و 8» والمسافة بين مرکزیهما هي 10. آوجد طول وترهم المشترك. 


2- إذا کان شكل ذوعدد زوجي من الأضلاع مدرج في دائرة» اثبت آن مجموع مجموعة من الزوایا المتبادلة يساوي مجموع 
الزوايا المتبقية. 


تمارين الفصل 3 
1- إذا تقاطع وتران في دائرة عموديّاء فإن مجموع مربعات أجزاءهما يساوي مربع القطر. 


2- إذا وقف وتر من أي دائرة مقابل زاودة قائمة عند نقطة ثابتة» فان مستطيل العمودين عليها من النقطة الثابتة ومن مركز 
الدائرة يكون ثابتا. أيضّاء مجموع مربي العمودين عليه من نقطتين ثابتتين آخریین (والتي يمكن العثور عليهما) ثابت. 


3- إذا آنثی خط عبر إحدى نقطتي تقاطع دائرتين متساويتين بشرط أن يلتقي بهما مرة أخرى في نقطتین» فإن هاتين النقطتين 
متساويق البعد عن نقطة التقاطع الأخرى. 


4- أنشئ مماس لدائرة بشرط أن يكون المثلث المتكون منه ومماسان ثابتان للدائرة: 
(أ) الأقصى 
(ب) الأدن. 


5- إذا أنشئت عبر نقطتي التقاطع 4 و 8 لأي دائرتين أي قطعتين (801,» 8٤۴‏ بالتوازي مع بعضهما البعض وبلتقیان 


6- في كل مثلث» يكون منصف الزاوية الأكبر أصغر منصف. 
7- الدوائر التي آقطارها الأضلاع الأربعة لأي رباعي دائري تتقاطع مرة أخرى في آربع نقاط تمر بها دائرة. 


8- تحدد الرؤوس الأريع للشكل الرباعي الدائري أربعة مثلثات تشكل مراكزها العمودية (تقاطعات ارتفاعاتها) رباعيًا مساوتا 
للرياعي الأول. 
9- إذا أنشئنا وترين مشترکین عبر إحدى نقطتي تقاطع دائرتین» فان القطع التي تصل بين نهايتي هذه الأوتار تشکل زاوية 
معينة مع بعضها البعض. 
0- إن المریع الموجود على العمودي من أي نقطة في محيط الداثرة على وتر التماس بين مماسين يساوي مستطیل 
العمودین من نفس النقطة على المماسین. 
2- لأي آریع دواثر مبنية على أضلاع شکل رياعي بحیث تکون الاأضلاع آقطار هذه الدوائر. اثبت أن الوتر المشترك لأي 
ضلعین متجاورین يوازي الوتر المشترك للضلعین الآخرین. 
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3- المستطیل المحتوی بالعمودین من أي نقطة في داثرة على آقطار شکل رباعي مدرج تساوي المستطیل المحتوی 
بالعمودین من نفس النقطة على أي ضلعین متقابلین. 


5- إذا آنشئنا من ۸ إحدى نقطتي تقاطع دائرتين» أي خط )88 يقطع الدائرتین مرة آخری في 8 و )» فإن المماسین 
يتقاطعان عند 8 و)) بزاوية معينة. 


6- إذا مر وتر لأي دائرة عبر أي نقطة» فإن المحل الهندسي لتقاطع المماسان عند النهايتين هو خط مستقيم. 

8- اذكر واثبت القضية المشابهة ل[17-3] للمنصف الخارجي للزاوية الرأسية. 

9- المربع على القطر الخارجي لشكل رباعي دائري يساوي مجموع المربعين على المماسين من نهايتيه إلى الدائرة المحيطة. 
0- إذا مست دائرة "متحركة" أي دائرة وخطء فإن وتر التماس يمر عبر نقطة معينة. 


1- اذا کانت ۸ ۰ ثلاث نقاط على محيط دائرة» و (1» و ۳ هما نقطتي المنتصف للقوسين ۰۸۵۸ ۰۸ واذا تقاطعت 
القطعة 5٤‏ مع الوترین ۸8ء 80 عند ۴ و 6ء فان 860 = .AF۴F‏ 


2- إذا آدرجت داثرة في شكل رباعي داثري» فاٍن الخطين الواصلین بين نقاط الاتصال متعامدان. 


3- إذا أنشئ الوتر الأصغر من نقطة تقاطع قطري رباي داثري» فإن هذه النقطة ستنصف جزء الوتر بين الضلعین 
المتقابلین للشکل الرباي. 


4- إذا علمت قاعدة المثلث وزاوته الرآسية والمنصف الداخلی أو الخارجی للزاوية الرآسية آنشی المثلث. 


5- إذا أنشئناء خلال نقطة المنتصف ۸ لأي قوس »۰8۸ أي وتر (81 قاطعًا 860 عند ۴» فان المستطیل ۸۴ ۰ ۸5 قيمة 
ثابتة. 


6- الدوائر الأريعة المحيطة بالمثلثات الأريعة المکونة من آربعة خطوط تمر عبر نقطة مشترکة. 


7- إذاكانت 6( ۰۷ 7 ثلاث نقاط على الأضلاع الثلائة للمثلث ۸۳6 هب فان الدوائر الثلائة حول المثلثات ۷۸7 ۵ 


6 هدء 0:۷ 4 تمر عبر نقطة مشترکة. 
8- إذا أعطيت موضع النقطة المشتركة في التمرین السابق» ستکون الزوایا الثلاث للمثلث ۷7× هه معلومة والعکس 
بالعکس. 


9- ضع أي مثلث بشرط أن تمر آضلاعه الثلاث عبر أي ثلاث نقاط. 

0- ضع أي مثلث بشرط أن تکون رژوسه الثلائة على أي ثلاثة خطوط. 

1- أنشئ أكبر مثلث زواياه مساودة لزوايا أي مثلث» على الترتيب» بشرط أن تمر أضلاعه عبر أي ثلاث نقاط. 
2- أنشئ أصغر مثلث زواياه مساوية لزوايا أي مثلث» بشرط أن تقع رؤوسه على أي ثلائة خطوط. 

3- أنشئ أكبر مثلث زواياه مساوية لزوايا أي مثلث» بشرط أن تمس أضلاعه أي ثلاث دوائر. 

4- إذا مر ضلعان لأي مثلث عبر نقطتين ثابتتين» فإن الضلع الثالث يلامس دائرة ثابتة. 

5- إذا مس ضلعان من أضلاع مثلث دائرتين ثابتتين» فإن الضلع الثالث يمس دائرة ثابتة. 


6- أنشئ مثلث متساوي الأضلاع رأسه عند أي نقطة ونهايتي قاعدته على أي دائرة. 
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7- آنثی مثلث متساوي الأضلاع رأسه عند أي نقطة ونهايتي قاعدته على أي داثرتین. 
8- ضع أي مثلث» بشرط أن تمس آضلاعه الثلاث ثلاث دوائر. 

9- أحط مربع حول أي شکل رياعي. 

0- ادرج مربع في أي شكل رباعي. 

1- أنشئ الدوائر التالية: 

(أ) العمودية (تقطع بزاوية قائمة) على أي دائرة وتمر عبر أي نقطتين؛ 

(ب) عمودية على دائرتين أخربين» وتمر عبر أي نقطة؛ 

(ج) عمودية على ثلاث دوائر أخريات. 


2- إذا أنشئنا من نهايتي قطر لنصف دائرة 88 وترين ۸5 و 8٤‏ اللذين يلتقيان عند » فسنجد أن 
AC.AD + 80 . BE = (AB)2‏ . 


3- إذاكان 880617 رياعي داثري» واذا أنشئنا أي دائرة تمر عبر النقطتين ۸ و 8» وأخرى عبر 8 و )» وثالثة عبر 6 و 0ء 
ورابعة عبر 7 و ۸ فان هذه الدوائر تتقاطع على التوالي عند أريع نقاط أخرى :۰۲ ۴ء ۰0 ۳۸ء والتي تشكل ریاعیّا داثرتا آخر. 


4- إذا كان A8٤‏ هه مثلث متساوي الاأضلاع» فما هو المحل الهندسي لنقطة 1 إذاكانت MA = MB + MC‏ 


5- في أي مثلثء إذا علمت مجموع أو الفرق بين أي ضلعين والزاوية المكونة بهذين الضلعين من حيث القياس والموضع» 
فان المحل الهندسي لمركز الدائرة المحيطة هو خطًّا مستقيمًا. 


6- أنثئ دائرة: 

(أ) عبر أي نقطتين تنصفان محيط دائرة آخری؛ 

(ب) عبر أي نقطة تنصف محيط أي دائرتين. 

7- أوجد المحل الهندسي لمركز دائرة تنصف محيط أي دائرتين. 
8- آنشی دائرة تنصف محيط أي ثلاث دوائر. 


9- إذاكان (1) عمودي من أي نقطة ) في نصف الدائرة على القطر ۸8ء 1:10 © تمس 58 عند ٤‏ و €5 عند ۴ ونصف 
الدائرة عند 6» اثبت أن: 


(أ) النقاط ۸ ۳ 6 متسامتة؛ 
)ب( .AC = AE‏ 


0- إذا أعطيت مثلث منفرج الزاوية» أنشئ من الزاوية المنفرجة إلى الضلع المقابل قطعة تقسم الضلع إلى جزأين مربعهما 
يساوي المستطیل المحتوی بجزأي الضلع المقابل. 

1- إذاكانت 0 نقطة خارج دائرة مرکزها ۴ وکانت القطعتان المتعامدتان المارتان عبر 0 یقطعان الوترین ۰۸13 (01: اثبت 
أن (CD) + 4۰ (OE) = 8 ۰ (R)‏ + 2رظم). 
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2 مجن اتتریمات غل أعاح انسلف وی خرف ممن النستطيلاك المحعوراات يكل صموه والجو مين الق 
المناظر والمرکز العمودي. وأيضًا يساوي 1(7) ۰ 12 مطروحًا منه مجموع مربعات المسافات من المرکز العمودي إلى 
الرژوس. 


الفصل 4 
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